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Gruppe direkt am Glycerol-R

uckgrat (schwarz) durch ein Sauerstoatom (wei) zu er-
setzen. Die Phosphat-Gruppe (Mitte) ist durch eine CH
2
-Gruppe statt durch ein Sau-
erstoatom mit der Cholin-Gruppe (oben) zu verbinden.








S. 89 In der Denitionsgleichung von 
l





S. 14 Die Biegeenergie wurde in den 70er Jahren durch drei unabh

angige Publikationen von




S. 15 In Abbildung 4 sind die Bezeichnungen f

ur die molekulare Fl

ache a(x; a; c) und die
Kr

ummungen c(x; c) am Ort x zu erg








ummungen c am Ort x.


















S. 38 Nach Gleichung (84) liegt der Wert von % , f

ur den der kritische u -Wert minimal ist,
bei % = 1:5. Damit nimmt bei G

ultigkeit von Gleichung (84) der kritische u -Wert mit
steigendem % > 1:5 wieder zu. Die Aussage, dass der minimale u-Wert f

ur % > 1:6
abnimmt, gilt daher nur in einem begrenzten Bereich und nur deshalb, weil (84) nicht
exakt gilt.
S. 39 May und BenShaul [121] ber

ucksichtigen implizit ein nicht-ideales Mischungsverhalten
der Ketten. Sie kommen jedoch zu dem Schluss, dass ein weiterer nicht-idealer Mi-
schumgsterm notwendig ist.
S. 53 In Abbildung 21 ist die x-Achse mit ~c
1
(statt mit ~c) zu bezeichnen.
S. 58 Die Zustandssumme ist durch die Summe der in Gleichung (108) auftretenden Expo-
nentialterme gegeben, d.h. es gilt Z =
P

Z P () (statt Z =
P

P () = 1).
S. 90 In der Zusammenfassung sind die Kapitel mit 2-7 (statt mit 1-6) zu nummerieren.










Amphiphile Membranen sind als Zell- und Organellmembranen in biologischen Systemen und





Kraft dieser molekularen Organisationsform ist der hydrophobe Eekt [164, 86]. Dessen Wir-
kungsweise beruht darauf, dass die Wasserstobr






ulgruppen in eine st

arker geordnete und damit entropisch
ung

unstigere Struktur gezwungen werden. Die hydrophoben Kohlenwasserstoketten amphi-
philer Molek

ule sind demnach in Wasser schlecht l

oslich und tendieren dazu, sich mit anderen
Kohlenwasserstoketten zusammenzulagern. Die hydrophilen Kopfgruppen verhindern dabei
eine vollst






ugen. Als Resultat organisieren sich amphiphile Molek

ule zu einer





ugbaren Menge an Wasser und

Ol, der Temperatur, der Ladung, dem pH-Wert, der
Salzkonzentration und einer Reihe weiterer Einussfaktoren abh

angen [19, 165]. Die am h

aug-
sten anzutreenden Aggregatstrukturen sind Bischichten in Form von Vesikeln und Stapeln,
Mikroemulsionen, hexagonale und invers hexagonale Phasen sowie kubische und Schwammpha-
sen [112]. Der Einuss der Molek

ulform auf das strukturelle Phasenverhalten kann durch den
von Israelachvili [86] eingef

uhrten Packungsparameter qualitativ erfasst werden. Zum Beispiel
organisieren sich viele biologisch relevante zweikettige Lipide wegen ihrer geringen Neigung,
Keilformen auszubilden, bevorzugt in Bischichten. Ein Schritt hin zu quantitativen Aussagen
kann durch die Verwendung von molekularen Modellen gemacht werden. Ph

anomenologische







durch die strukturell wichtigsten Motive (Abbildung 1).
Abb. 1: Links: Schematische Darstellung der chemischen Struktur von Dimyristoylphospha-










Sinn der experimentellen und theoretischen Forschung ist es, das Verhalten amphiphiler
Systeme qualitativ und quantitativ zu verstehen und den Einsatz geeigneter Membransysteme
oder mit Membranen spezisch wechselwirkender Molek

ule in medizinischen und technischen





genannte Modellmembranen untersucht, die, im Gegensatz zu den komplex aufgebauten biolo-
gischen Membranen, nur aus einigen wenigen Molek

ularten zusammengesetzt sind.
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die theoretische Beschreibung amphiphiler Mo-
dellmembranen zu verbessern und darauf aufbauend bisher unverstandene Beobachtungen zu
erkl





ufbare Hypothesen aufzustellen. F

ur die theoretische




at von Membranen eine her-
ausragende Rolle. Trotz des Erfolges dieses vor etwa 30 Jahren entwickelten Konzeptes fehlt in
der Literatur bisher eine vollst

andige und streng thermodynamische Behandlung. Das hervor-
stechendste Problem ist dabei, dass im Allgemeinen eine Energie pro Fl

ache verwendet wird,
ohne genau zu spezizieren, wo diese Fl






anderlich angenommen wird. Unter denjenigen Arbeiten, die sich
n

aher mit dieser Problematik besch

aftigen, verwenden einige die Eigenschaften der molekula-
ren Energie [97, 143, 119, 118, 145], andere die auf die Membran

ache bezogene Energiedichte
[76, 78, 80, 81], um den Ort der so genannten neutralen Fl

ache zu bestimmen. An diesem Ort
bleibt die molekulare Fl






ahrend sich die Fl

achen oberhalb von ihr ausdehnen und unterhalb zusammenziehen.
Ein weiteres Problem ist, dass die thermodynamischen Variablen und die ihnen zugeordneten
konjugierten Gr

oen nicht oder nur unvollst

andig angegeben werden. Hierbei sind insbesondere
die Molek

ulanzahl und die zugeh

origen chemischen Potenziale gemeint, die bisher nur in einigen
wenigen Publikationen [136, 57, 13] ber

ucksichtigt werden. Aus dem sehr heterogen Bild, das
sich beim Studium der gegenw

artigen Literatur ergibt, erw

achst die dringende Notwendigkeit,
die bisherigen Ans

atze zu vereinheitlichen und so zu erweitern, dass die neu entwickelte Theo-
rie dem in anderen Bereichen der Physik

ublichen thermodynamischen Standard entspricht.
Die Kapitel 2 und 3 dieser Arbeit besch

aftigen sich daher mit der Bereitstellung der f

ur die
theoretische Beschreibung von einfachen ein- und zweikomonentigen amphiphilen Membranen
erforderlichen thermodynamischen Grundlagen. Hierbei kristallisieren sich die Annahme einer
konstanten Ober

achenspannung und die Annahme konstanter chemischer Potenziale als sinn-
volle Randbedingungen beim Biegen einer Membran heraus. Bei Bischichten wird die Kopplung
zwischen den beiden sich gegen

uberliegenden Monoschichten erstmals explizit in den Formalis-











uber den Existenzbereich kubischer Phasen aufzustellen. Diese konn-
ten in ersten Messungen [141] best

atigt werden.
Im Kapitel 4 wird anhand von experimentell motivierten Beispielen untersucht, unter wel-
chen Umst

anden der Unterschied zwischen der Bedingung einer konstanten Ober

achenspan-
nung und der Bedingung konstanter chemischer Potenziale f

ur das elastische Verhalten amphi-
philer Membranen relevant ist. Hierbei kommt ein molekulares Modell zum Einsatz, das dem
im Labor beobachteten nichtidealen Mischungsverhalten amphiphiler Molek

ule [61, 60] Rech-
nung tr

agt. Nichtideale Mischungen sind in Zusammenhang mit der Biegeelastizit

at amphiphiler
Membranen bisher selten [146, 147, 57] und ohne eine gezielte Herausarbeitung dieses Aspek-
tes ber

ucksichtigt worden. Die vorliegende Arbeit zeigt anhand des verwendeten molekularen
Modells, dass sich ein deutlicher Unterschied zwischen den beiden untersuchten Randbedingun-
gen vor allem f

ur zweikomponentige Membranen mit einem nichtidealen Mischungsverhalten
ergibt. Dieses Ergebnis ist deshalb von Bedeutung, weil sich biologische Membranen aus meh-
reren verschiedenen Molek

ularten zusammensetzen [62, 75] und eine Zelle bereits durch kleine

Anderungen der Membranzusammensetzung die elastischen Eigenschaften ihrer Zell- und Or-
ganellmembranen steuern k

onnte. Auch ultraexible Liposomen zur Wirkstoapplikation er-
halten ihre besonderen Eigenschaften erst durch eine geeignete Mischung aus mindestens zwei
verschiedenen Molek

ulspezies [25, 20, 21, 22]. In Kapitel 4 wird weiterhin f

ur invers hexagonale
Phasen erstmals eine Instabilit

at bei negativen osmotischen Druckdierenzen postuliert und
die Hypothese einer druckbedingten Steigerung der Kopfgruppenhydratisierung durch einen
Vergleich zwischen Modellrechnungen und experimentellen Ergebnissen untermauert. Zur Be-
schreibung geschlossener Bischicht-Vesikel wird in der Literatur das so genannte ADE-Modell
[124, 127, 156, 88, 47, 154] verwendet. Da dieses Modell einige Vereinfachungen beinhaltet, ist
es sinnvoll, Ergebnisse des ADE-Modells mit Rechnungen auf molekularem Niveau zu verglei-




uhrten Vergleich ergibt sich dabei
eine gute qualitative






ur die Berechnung der Kettenenergie amphiphiler Molek

ule steht ein gut entwickeltes sta-
tistisches Verfahren von Ben-Shaul [10, 8, 9] zur Verf

ugung. Bei diesem Ansatz sind jedoch
recht aufwendige numerischen Rechnungen durchzuf

uhren. In Kapitel 5 wird daher untersucht,
inwieweit sich die kettenstatistischen Rechnungen durch die Verwendung einfacher ph

anome-
nologischer Modelle ersetzen lassen. Dies kann f

ur Monoschichten durchaus positiv beantwortet
werden, ist aber f

ur Bischichten, vor allem wegen der in den einfachen Modellen nicht enthal-
tenen Kopplung der Kettenbereiche beider Monoschichten, kritischer einzusch

atzen.
Die elektrische Ladung der Kopfgruppen spielt f

ur das Verhalten amphiphiler Membranen




ule keinen nennenswerten Einuss auf das elastische Verhalten besitzt.
Messungen an Mikroemulsionen [158, 52] etwa zeigen eine deutlich geringere Abh

angigkeit
von den elektrostatischen Parametern, als die Gouy-Chapmann-Theorie in ihrer

ublichen Form
vorhersagt. In dieser Arbeit ist daher die

ubliche Annahme eines beim Biegen der Membran
konstanten Dissoziationsgrades der Kopfgruppen dem Ansatz einer konstanten Dissoziations-





ubergestellt worden. Der dritte Fall wurde dabei von Porte und Ligoure
[136] unter vereinfachenden Annahmen bereits betrachtet. Wird eine konstante Dissoziations-
konstante angenommen oder das System als zweikomponentig aufgefasst, ergibt sich unter der
Randbedingung konstanter chemischer Potenziale eine gute

Ubereinstimmung mit den Messer-





Anderung aus Bischicht-Stapeln spontan Vesikel bilden
[74, 73, 101, 150], da sich die Flexibilit

at der Membranen mit zunehmender Kopfgruppenladung
erh






at vom Salzgehalt vorher. Wie in der vorliegenden
Arbeit gezeigt werden konnte, ergeben sich hier f

ur konstante chemische Potenziale deutlich
h

ohere Werte. Allen bisherigen Untersuchungen liegt die Annahme zugrunde, dass sich aus-
schlielich einwertige Salzionen in der umgebenden L

osung benden. Da in vielen biologischen
und technischen Systemen auch zweiwertige Ionen anwesend sind, sind in dieser Arbeit erst-
mals Mischungen aus ein- und zweiwertigen Salzionen im Rahmen der Gouy-Chapman-Theorie
untersucht worden. Hier ergibt sich ein generell gut nachvollziehbares Verhalten, jedoch zeigen







ur die experimentelle Messung der Biegeelastizit

at werden bei Mono- und Bischichten un-
terschiedliche Verfahren eingesetzt. Bei Mikroemulsionen wird mit der makroskopischen Ober-


achenspannung und mit Neutronenstreumethoden gearbeitet. Bei Vesikeln werden zumeist op-
tische Methoden verwendet, um die Verformung der Membran und deren Fluktuationsspektrum
in Abh

angigkeit von einer experimentell herbeigef

uhrten mechanischen, opto-mechanischen oder
elektro-mechanischen Manipulation zu messen. Weiterf

uhrende Literatur hierzu ndet sich zum
Beispiel in [64, 154, 69, 52] und [106].
Eine Einf

uhrung in theoretische Ans

atze zur Beschreibung amphiphiler Membranen ndet
sich im Abschnitt 2.1. Dar

uber hinaus wird jedem Abschnitt eine kurze Motivation mit zus

atz-







Forschungsgebiet wird auf die einschl

agige Literatur verwiesen [62, 18, 86, 51, 143, 112, 39, 38].
In Hinblick auf die Renormalisierung der Biegeelastizit

at sei auf die Artikel von Helfrich und
Pinnow [77, 134] sowie von Gompper und Kroll [65, 66] hingewiesen.
4
2 Modellierungskonzepte
2.1 Die freie Energie von Membranen
Amphiphile Membranen sind wegen ihrer geringen Dicke ann

ahernd zweidimensionale Objekte.





Um eine Verbindung zwischen Fl

ache und Membran herzustellen, wird eine physische Unter-
einheit  der Molek

ule fest an die beschreibende Fl

ache am Ort x gekoppelt. Bei Monoschich-
ten kann hierf

ur zum Beispiel die

Ol-Wasser-Grenzschicht und bei Bischichten das Ende der
Kohlenwasserstoketten gew

ahlt werden (Abbildung 2).
x x
Abb. 2: Verbindung einer Molek

ulstruktur  mit der beschreibenden Fl

ache am Ort x . Links:
Monoschicht mit  =
"

Ol -Wasser-Grenzschicht\. Rechts: Bischicht mit  =
"
Kettenenden\.
Die Membranform ist durch eine Parametrisierung P(u; v ) der beschreibenden Fl

ache
vorgegeben. Als Beispiel ist in Abbildung 3 eine geschlossene Fl

ache mit der Parametrisierung
P(u; v ) =

r(u ) cos(u) cos(v); r(u ) cos(u) sin(v); r(u ) sin(u)
















; v 2 [ 0; 2  )
(1)
und eine oene Fl

ache mit der Monge-Parametrisierung (z = f(x; y))








u; v 2 [ 0;  ) (2)




) die freien Parameter der
Abbildung P : (u; v)! (x; y; z) , die eine Teilmenge der Ebene in den 3-dimensionalen Raum
einbettet. Wie gewohnt ist x die erste Achse eines cartesischen Koordinatensystems, w

ahrend x
in Abbildung 2 die Position entlang der Membrannormalen in einem lokalen Koordinatensystem
der Fl

ache bezeichnet (Appendix B). Als weiteres Beispiel wird in den Abschnitten 4.5 und 4.6
jeweils ein Rotationsellipsoid behandelt.





orige thermodynamische Potenzial ist die freie Energie. Die Temperatur wird
im Weiteren als konstant angesehen und bei Zustands

anderungen nicht als Variable verwendet.
5
Abb. 3: Links: Geschlossene Fl

ache, Parametrisierung (1) mit 
1










Die isotherme freie Energie einer amphiphilen Membran l

asst sich als Integral der Fl

achendichte
der freien Energie 














G(u; v ) du dv (3)




) die Koordinaten eines beliebigen krummlinigen Koordi-
natensystems der 2-dimensionalen Fl

ache und G die Determinante der durch die Parametri-
sierung bestimmten Fl

achenmetrik (Gramsche Determinante, [48, 7, 154], Appendix B). Das
Dierenzial von F ist bei konstanter Temperatur durch
ÆF = L  Æ +   ÆN (4)
gegeben, wobei L die zu den freien Parametern  konjugierten Variablen, N den Vektor der
Molek

ulanzahl und  die zugeh





 \ stellt das vektorielle Skalarprodukt dar. Im Weiteren werden maximal zwei verschiedene
Molek















































i; j; k = (1; 2; 3) ; l; m = (1; 2)
jeweils paarweise verschieden
; (5)
gegeben. Bei Lipid-Bischichten erfolgt der Molek

ulaustausch zwischen den beiden Monoschich-
ten vergleichsweise langsam. Deshalb wird hier f

ur Zeitskalen im Minuten- bis Stundenbereich
noch zwischen den Molek

ulen der inneren und

aueren Schicht dierenziert (Abschnitt 2.4).
Geschlossene Membranen unterteilen den umgebenden Raum in ein inneres Volumen und




osungsmittels die Membran ungehin-
dert passieren k

onnen, ist diese Unterscheidung nicht relevant (Appendix C). Sind umgekehrt
die Fl

ussigkeiten auf der inneren und

aueren Seite der Membran, wie bei Mikroemulsionen,





malbedingungen die Zwangsbedingung eines konstanten inneren Volumens. Bei Anwesenheit
zus






muss die freie Energie (3) um einen Ausdruck f





(Abschnitt 4.4). Da die Teilchenanzahl des L

osungsmittels und der Makromolek

ule in den Vek-
tor N integriert werden kann und das innere Volumen durch die Parametrisierung der Fl

ache
eindeutig bestimmt ist, bleibt das Dierenzial (4) formal unver

andert.
Die Energiedichte  im Integral der freien Energie (3) kann sinnvoll auf einer L

angenskala
deniert werden, die den Abmessungen eines amphiphilen Molek






gesetzt. Die molekulare freie Energie f = f(a; ; c) wird durch Modellans

atze als Funk-
tion der molekularen Fl

ache a , des Molenbruches der zweiten Molek

ulart  und der Haupt-
kr














anderungen unter Normaldruck als inkompressibel angenom-
men werden k

onnen, wird das molekulare Volumen  nicht als Variable, sondern als Parameter
verwendet. Entsprechend dem Detaillierungsgrad des molekularen Modells k

onnen neben a ; 










(s) stellen jeweils die maximale und minimale Kr

um-
mung an einem gegebenen Ort s der Fl

ache dar. Die beiden Kr

ummungsrichtungen stehen dabei
senkrecht aufeinander. Sie entsprechen bei der geschlossenen Rotations

ache in Abbildung 3




ummungen direkt durch die
Parametrisierung der Membran gegeben sind, m

ussen die Verteilungen der molekularen Fl

ache
a(s) und der Zusammensetzung (s)







ds , bzw. bei konstanten Fl
















ds bestimmt werden. Dies kann, wie
in den Abschnitten 4.5 und 4.6,

uber einfache parametrische Ans

atze erfolgen.
Ist die betrachtete Zeitskala gegen

uber den typischen molekularen Austauschzeiten zwi-
schen Membran und L

osungsmittel lang, muss die Molek

ulanzahl N so gew

ahlt werden, dass
sich bestimmte, durch das Umgebungssystem vorgegebene Werte f

ur die chemischen Potenzia-
le einstellen. Dies entspricht einem

Ubergang zur Legendre-Transformierten J = F    N
mit dem Dierenzial ÆJ = L  Æ   N  Æ. Die Gleichgewichtsform der Membran ergibt
sich durch Minimieren von F bzw. J nach den Fl

achenparametern  . Das hier beschriebe-
ne Vorgehen entspricht dem aus der Variationsrechnung bekannten Ritzschen Verfahren. Die
Funktionenbasen der Parametrisierung und der molekularen Verteilungsfunktionen sind dabei
dem zugrundeliegenden physikalischen Problem entsprechend geeignet zu w

ahlen. Soll neben
der Form auch die Anzahl der sich ausbildenden Aggregate ermittelt werden, muss von einem
endlichen L

osungsmittelvolumen und einer konstanten Molek

ulanzahl ausgegangen werden. Die
7
freie Energie des Gesamtsystems ist dann in Abh

angigkeit von der Anzahl M der vorhande-
nen Membranobjekte zu ermitteln. Dabei wird die Molek

ulverteilung zwischen der L

osung und
den amphiphilen Membranen so bestimmt, dass die chemischen Potenziale jeweils

ubereinstim-
men [145]. Anzahl und Form der sich ausbildenden Aggregate sind durch das Minimum der














Das hier skizzierte Verfahren zur approximativen Berechnung der Gleichgewichtsform von
Membranen ist im Idealfall identisch mit der analytischen oder numerischen L

osung der Euler-







ur die molekulare Fl






uber den Euler-Lagrange-Gleichungen vielfach leichter zu handha-
ben und werden in der Literatur h

auger verwendet. Kompliziertere Membranformen werden
dabei nach Kugel













der Fluktuationsdynamik von Membranen und die Evaluierung von Skalierungsgesetzen.
Neben den Gleichgewichtszust

anden von Membranen k

onnen auch kleine Abweichungen
von diesen Zust

anden betrachtet werden. Fluktuationen um den planaren Zustand f

uhren zum
Beispiel bei Bischichtstapeln zu einer eektiven Abstoung der Schichten untereinander. Dabei




mit kleiner werdendem Abstand
d zu [77, 80, 143]. Weiterhin lassen sich Gr

oenverteilungen von Vesikeln und Mikroemulsionen
berechnen [79, 11, 12, 13]. Statische und dynamische Fluktuationsamplituden k

onnen dabei mit
Ergebnissen aus Streuexperimenten verglichen werden. Die dazu verwendeten Formeln werden
aus analytischen Berechnungen gewonnen, in denen die elastischen Moduln der Membran eine
wesentliche Rolle spielen.
2.2 Die elastischen Moduln
F






unstig, die molekulare freie Energie f oder die Fl

achendichte der freien Energie  in ei-







ummungen, wobei der Entwicklungspunkt durch p
0




; 0) gegeben ist. In


















ur f als auch f

ur  eine Entwicklung durchgef

uhrt. Die Unterscheidung zwischen f




Ubergang zu einer konstanten Ober

achenspannung bzw. zu konstan-





uber das System enthalten. Die fehlende thermodynamische Information (Gesamt-
teilchenanzahl bei f , Gesamt








onnen die EntwicklungskoeÆzienten von f und  ineinander umgerechnet






























































































































ummung (dem Produkt der Hauptkr

















ur die Entwicklung der Energiedichte  eine
einfachere Notation ergeben. Mit zu (7) analog denierten EntwicklungskoeÆzienten und dem
Entwicklungspunkt p
0
















































































Die ExpansionskoeÆzienten, die auch als Moduln bezeichnet werden, h

angen sowohl vom Ent-
wicklungspunkt p
0
als auch von der Lage der beschreibenden Fl

ache x ab (Abschnitt 2.1,
Abbildung 2, S. 5). Die Transformationsformeln f

ur die Moduln verschiedener beschreibender
Fl









ublicherweise so bestimmt, dass der
KoeÆzient f
a
in (7) verschwindet. Er ist identisch mit der Ober

achenspannung  der pla-

















uberein. In der Literatur
wird im allgemeinen auch 
n
= 0 gesetzt [76, 136, 154, 81], da bisher nicht klar zwischen den
Entwicklungen (7) und (8) unterschieden wird. Ein Nullsetzen von 
n
ist jedoch immer dann
m












nur einen konstanten Beitrag zur freien Energie. Als neutrale
Fl

ache wird diejenige beschreibende Fl










= 0 gilt. Analog l






ur die Bedingung f
ac
= 0 denieren. Der Unterschied in der Position der
beiden Fl

achen ist jedoch f

ur amphiphile Membranen im Allgemeinen sehr klein.
Um die EntwicklungskoeÆzienten in (7) und (8) einer Interpretation im Sinne makrosko-
pischer Membraneigenschaften zug






ummungen betrachtet. Eine solche Fl

ache ist nur als Zylinder- oder
Kugelabschnitt tats






gen Variablen sind. Da es hier im Wesentlichen um eine Veranschaulichung der Bedeutung der
Moduln geht, soll dies im Moment jedoch keine Rolle spielen. Wegen der Ortsunabh

angigkeit




 ds = A = N f (9)
trivial integriert werden. Hierbei bezeichnet A die Gesamt








ulanzahl. Die freie Energie der Membran h

angt nicht von ihrer konkreten Form,









das Dierenzial gilt daher
ÆF =  ÆA +   ÆN + K  Æc ; (10)
wobei die Ober





) und die chemischen Po-



































deniert sind. Die freie Energie ist wegen der Homogenit

at und der Oenheit der Membran
extensiv in A und N . Durch Integration [84, 70] folgt daher F =  A +  N . Dies impliziert
zusammen mit (10) die Gibbs-Duhem-Gleichung
A Æ + N  Æ = K  Æc : (12)
10






























































































































































































wobei die molekularen Biegemomente durch  =
K
N
deniert sind. Demnach entspricht die
Wahl f
a
= 0 dem Verschwinden der Ober

achenspannung  im Entwicklungspunkt. Diese
bleibt in der durch f
ac
= 0 denierten neutralen Fl

ache beim Biegen der Membran in erster
Ordnung konstant. In der durch 
nc
= 0 denierten neutralen Fl






ulart in erster Ordnung konstant.
H

aug sollen die biegeelastischen Eigenschaften von Membranen untersucht werden, ohne
dass eine konkrete Membranform vorgegeben wird. Es ist dann nicht m

oglich, die Verteilun-
gen a(s) und (s) wie im Abschnitt 2.1 aus einer globalen Minimierung der freien Energie
zu bestimmen. Stattdessen sind geeignete Annahmen

uber die Randbedingungen beim Biegen







ache wird sich die molekulare Fl






andern. Daher ist die freie Energie f(a; ; c) hier kein geeignetes Poten-
zial. Statt von einer konstanten molekularen Fl

ache auszugehen, kann angenommen werden,
dass sich die Ober





anderungen der Membran nicht

andert.
Da jetzt nicht a sondern  als Variable verwendet wird, ist zur molekularen Gibbschen frei-
en Energie (freien Enthalpie) g = f    a = 
1
(1   ) + 
2
 mit dem Dierenzial




) Æ +   Æc zu wechseln. Eine weitere M






angigkeit der Teilchendichten n und n so zu w






beim Biegen der Membran konstant bleiben. Entsprechend ist die Fl

achen-




n =  mit dem Dierenzial
11




+ (n+ n)   Æc als Potenzial zu verwenden. F

ur  = f
a
und  = 
0






































































































ache im Falle f
ac
= 0 zu (16). Wegen der Eigenschaft der Legendre-Transformation, die
ersten Ableitungen hinsichtlich der nicht transformierten Variablen unber

uhrt zu lassen, gilt
f









































































































































































ur einen Vergleich m







und ' oder das grokanonische Potenzial pro Molek

ul a' und g einander
gegen








ache bis in quadratische Ordnung zu kennen. Die Thermodynamik zweiter Ord-
















ur den generischen Fall





































































Die biegeelastischen Moduln werden






die Boltzmann-Konstante und T die Temperatur bezeichnet. Es ist daher sinnvoll,




der planaren Membran zu beziehen. Im Weiteren
wird f

ur Monoschichten die Biegeenergie e
b




normierten molekularen Energien im gekr
















































Dabei sind der lineare Modul k
0




















deniert. Der Modul k ist von den Randbedingungen beim Biegen der Membran abh

angig. Er




und bei konstanten chemischen Potenzialen
mit k






ache in (16) ergibt sich f





























































































gesetzt ist. Zum besseren Vergleich sind in (25) die Ableitungen von  durch die Ableitungen
von f mit Hilfe der Transformationsgleichungen aus Appendix A ersetzt worden. Bei ein-
















ubereinstimmen. Dies steht in Einklang mit der Gibbs-Duhem-Gleichung
13
(12), aus der hervorgeht, dass die Bedingungen einer konstanten Ober

achenspannung und ei-
nes konstanten chemischen Potenzials bei verschwindenden Biegemomenten identisch sind. Im
allgemeinen Fall ist f

ur einkomponentige Membranen der Modul bei konstanter Ober

achen-


























asst sich die in der Literatur h
































gesetzt ist. Aus dieser Formulierung ist leicht ersichtlich,


































gegeben ist. Die Helfrich-Entwicklung der Biegeenergie [76, 78, 80, 81] hat die gleiche Form wie
Gleichung (22) bzw. (28). Sie wird jedoch im Allgemeinen als echte Fl

achendichte verstanden










ache anzugeben, in der die molekulare Fl

ache bei vorgegebenem chemischen Po-
tenzial in erster Ordnung der Kr

ummung konstant ist. Deshalb stimmt hier der Modul der










zweikomponentige Membranen ist die molekulare Fl

ache genau dann in erster Ordnung kon-




) in (20) verschwindet.








= 0 bei einkomponentigen Membranen
bietet es sich f































































































































A , also im Bereich der Membrandicke liegen, um eine





ur ihre Dierenz stimmen f

ur einkomponentige Membranen der Form nach mit einem Ergebnis
von Helfrich

uberein, das in [82, 81]

uber das laterale mechanische Gleichgewicht hergeleitet
wird. Helfrich bezieht sich dabei jedoch nicht explizit auf die Bedingungen einer konstanten
Ober

achenspannung und eines konstanten chemischen Potenzials. Ein Unterschied gegen

uber
dem Resultat von Helfrich ergibt sich dadurch, dass k





bezogenen molekularen Energie und nicht der Modul einer echten Energiedichte ist.
Der Ort der neutralen Fl

ache kann mit Hilfe der Transformationsformeln aus Appendix




andnis dieser Gleichungen ist




















otigen zur Beschreibung der Membranform ein geeignetes geometrisches Modell. Hierzu
wird das in der Literatur h

aug anzutreende dierentialgeometrische Parallel

achenmodell
verwendet, bei dem das Molek

ulvolumen durch die Parallelverschiebung der molekularen Fl

ache
a entlang der Membrannormalen parametrisiert wird (Abbildung 4, Appendix B). Zur Verein-









) der beschreibenden Fl

ache werden jeweils ohne Funktions-
klammern verwendet, wohingegen jede andere Fl








achenmodell eines amphiphilen Molek





vektor c(x; c) an einem beliebigen Ort x entlang der Membrannormalen durch den Gebrauch









a(x; a; c) zur Fl

ache a durch





















































1 + (x  x) c
i
; i = (1; 2) : (34)
F

ur die beschreibende Fl

ache gilt damit a(x; a; c) = a und c(x; c) = c . Mit Hilfe der Glei-
chungen (32), (33) und (34) werden in Appendix A die Transformationsformeln f

ur die Ent-
wicklungskoeÆzienten der molekularen freien Energie f und der Energiedichte  hergeleitet.




onnen nur bei geschlossenen Membranen,
zum Beispiel durch osmotische oder hydrostatische Druckunterschiede (Abschnitt 4.4), oder
durch spezielle Apparaturen (Langmuir-Filmwaage) aufrechterhalten werden. Die dabei auftre-
tenden globalen Randbedingungen lassen sich nicht mit einer lokalen Theorie erfassen. Daher
werden f

ur die Berechnung der biegeelastischen Moduln im Weiteren nur Membranen betrach-
tet, deren Ober

achenspannung im planaren Zustand verschwindet. Zur Veranschaulichung der
Problematik wird der Fall einer konstanten, jedoch von null verschiedenen Ober

achenspan-




achenspannungen zweier unterschiedlicher beschreibender
Fl

achen bei x und x
0


















spannungen verschiedener beschreibender Fl

achen im Allgemeinen nicht gleichzeitig konstant
sein. Nur im Fall spannungsfreier Membranen ist es nicht notwendig, eine bestimmte eektive
Wechselwirkungs

ache anzugeben, in der die Ober

achenspannung als konstant angenommen
werden soll. Im Gegensatz zur Membran








achen identisch. Daher ist es bei Vorgabe der chemischen Potenziale m

oglich, auch Mem-
branen mit einer von null verschiedenen Ober

achenspannung ohne Angabe einer eektiven
Wechselwirkungs

ache zu behandeln. Nach Voraussetzung (Abschnitt 2.1) ist jede beschrei-
bende Fl













angigkeit ist hier bisher nicht ber

ucksichtigt worden, da sie f

ur
die Entwicklung um den planaren Zustand keine Rolle spielt (Appendix D). Weiterhin wird in
16
Abschnitt 4.3 gezeigt, dass sie bei einer Entwicklung um den mechanischen Gleichgewichtszu-
stand, in dem die Biegemomente verschwinden, vernachl

assigt werden kann.
Zur Bestimmung der Lage der durch f
ac
= 0 und 
nc
= 0 bzw. 

nc





onnen die Transformationsformeln der KopplungskoeÆzienten (Appendix A)
herangezogen werden. Wird der Abstand zwischen den beschreibenden Fl

achen des ungestri-
chenen Ausgangssystems und des gestrichenen Zielsystems mit d = x
0
  x bezeichnet, gilt f

ur















































Wird weiterhin der Abstand der beschreibenden Fl









und der Abstand zu der durch 
0
nc












































asst sich mit den Gleichungen (16), (17)
und (20) oder alternativ mit x  x
0




























ur einen Vergleich der Moduln bei konstanter Ober

achenspannung und konstanten che-
mischen Potenzialen sind die Membrankr

ummungen in derselben beschreibenden Fl

ache zu




ur die durch 
nc












ahlt. Ist der Abstand




onnen die EntwicklungskoeÆzienten dieser Fl

ache mit Hilfe












































berechnet und in die Biegemoduln (23) und (31) eingesetzt werden. Alle anderen KoeÆzienten
bleiben unver


































ache in (23), (24) und (25). Die Korrektur ist auf











ande d, wenn die Entwicklung (22) f

ur zwei verschiedene beschreibende Fl

achen
gleichgesetzt und die Kr






uckt werden (34). Ein KoeÆzientenvergleich f

uhrt dann ebenfalls
auf die Gleichungen (39). Ein Gleichsetzen der Biegeenergieen ist jedoch nur f

ur die moleku-




oglich, da sich die Energiedichten
und die molekulare Energie bei von null verschiedenen Ober

achenspannungen anders trans-
formieren (vgl. Appendix A). Eine analoge Rechnung f

ur die Moduln der Helfrich-Entwicklung
































ur alle beschreibenden Fl







= 0 denierten neutralen Fl






Verwendung der Energiedichte  =
f
a
die Division durch die molekulare Fl











Von Safran [145] ist vorgeschlagen worden, die Transformationseigenschaft der Moduln (39)
zu nutzen, um den Gauschen Modul

k zum Verschwinden zu bringen, und so die energe-
tischen Rechnungen zu vereinfachen. Die Qualit

at der quadratischen Entwicklung kann sich
jedoch stark verschlechtern, wenn die Kr

ummung weit auerhalb der Membrangrenzen gemes-













anderungen der physischen Membran entsprechen. Aus diesem Grund ist






















1 + d c
i

















kann bei amphiphilen Membranen im Bereich von
einigen 10

A liegen, und k und






T an. Daher k





ummung als auch f

ur die Moduln bereits

Anderungen von 100% ergeben, wenn d im Bereich der Membrandicke variiert wird. Die Mo-
duln k

onnen demnach sinnvoll nur f

ur d  R
0
transformiert werden. Bei einer Entwicklung

















origen Moduln. Diese werden in dieser
Arbeit in Analogie zu den Kr

ummungsmoduln als Radiusmoduln bezeichnet. Eine Entwick-





Hierbei erweisen sich die Radiusmoduln, im Gegensatz zu den Kr

ummungsmoduln, jedoch als
stark vom Referenzzustand abh





ur Monoschichten dargestellten thermodynamischen Grundlagen werden in diesem
Abschnitt auf Bischichten erweitert. Diese setzen sich aus zwei Monoschichten zusammen, deren
Kohlenwasserstoketten einander zugewandt sind (Abbildung 2, S. 5). Die Fl

achendichte  der
freie Energie (3) setzt sich f

ur Bischichten additiv aus den Energiedichten der externen (E) und

































aueren und inneren Monoschicht unterschieden, da der Molek

ulaustausch zwischen den
Monoschichten bei geschlossenen Lipid-Membranen oberhalb des hier betrachteten Minuten-













Monoschicht ist nun auch eine Funktion der molekularen Fl

ache und des Molenbruches der
inneren Monoschicht und umgekehrt.
Wird eine konkrete Parametrisierung der Membranform vorgegeben, lassen sich die freie
Energie und die Gleichgewichtsform der Bischicht analog zu der in Abschnitt 2.1 dargestell-
ten Verfahrensweise bestimmen. Sollen dagegen die generellen biegeelastischen Eigenschaften
einer Bischicht untersucht werden, wird, wie bei Monoschichten, die molekulare Gibbsche freie
Energie g und die Dichte des grokanonischen Potenzials ' verwendet, um die biegelastischen
19
Moduln zu berechnen. Eine Asymmetrie in der Zusammensetzung der beiden Monoschichten
kann nur bei geschlossenen Membranformen oder in speziellen Apparaturen (black lipid mem-
brane) aufrechterhalten werden. Die dabei auftretenden globalen Randbedingungen k

onnen da-
bei nicht im Rahmen einer lokalen Theorie erfasst werden. Deshalb werden f

ur die Berechnung
der biegeelastischen Moduln nur Bischichten betrachtet, die im planaren Zustand vollkommen
symmetrisch und spannungsfrei sind. M

ogliche dynamische Eekte werden im Rahmen der
Gleichgewichtsthermodynamik nicht ber

ucksichtigt. So wird etwa davon ausgegangen, dass die
Lage der neutralen Fl

ache von der Reibung zwischen den Monoschichten unabh

angig ist. Dies





ussigkristallinen Bischichten angenommen worden.
Ein Bischichtsegment wird im Weiteren durch die Mittel






ache c deniert. Die freie Energie l







F (A; N ; c) =
Z
S


































und inneren Monoschicht bezeichnen. F

ur ein so deniertes Membransegment ist wegen der







in erster Ordnung konstant.
Die Mittel






ache der Bischicht. Wird angenommen, dass jede Monoschicht eine eigene neutrale
Fl





angige Variable zur Verf

ugung




























bei einer konstanten Ober

achenspannung beider Monoschichten im
Allgemeinen nicht

ubereinstimmen, ist die Integrit

at des durch die gemeinsame Mittel

ache A
denierten Bischichtsegmentes aufgehoben (Abbildung 5, S. 23). Dies kann im Endergebnis da-




aueren und inneren Monoschicht
durch eine Verteilungsfunktion der Segmentform angepasst wird. F

ur den Fall konstanter che-
mischer Potenziale tritt diese Schwierigkeit nicht auf, da sich hier die Anzahl der Molek

ule in der




andert, und die Mittel

ache
A als thermodynamische Variable verwendet werden kann.
Wegen der Symmetrie der Bischicht verh

alt sich die molekulare Fl

ache der inneren Mono-
schicht a
I
in erster Ordnung der Kr

















































sind dabei analog zu denen einer einfachen Monoschicht deniert. F

ur die interne Monoschicht
gelten entsprechende Denitionen. Die Ober

achenspannung und die chemischen Potenziale der

aueren Monoschicht sind f










































































































; c) ausschlielich die
nat

urlichen Variablen verwendet. Nachfolgend kann f

ur den Fall einer konstanten Ober

achen-




= N) und f

ur den Fall konstanter chemi-






= A) ausgegangen werden.
Die Kopplung der Monoschichten wird

uber den direkten Kontakt der Kohlenwasserstoket-
ten und durch die elektrostatische Wechselwirkung vermittelt. Die elektrostatische Kopplung
kann f

ur amphiphile Membranen im Allgemeinen vernachl

assigt werden (Abschnitt 6.1.4), je-
doch ist die Kopplung der Ketten durchaus wichtig (Abschnitt 5.3). In dieser Arbeit werden
nur Molek










angig ist. Es ist daher ausreichend, die Kopplung
f

ur einkomponentige Bischichten zu untersuchen. Um eine

ubersichtliche Notation zu gew

ahr-
leisten, wird a = a
E
und a^ = a
I
sowie n = n
E
und n^ = n
I
gesetzt. Die molekularen freien
Energieen f
E
(a; a^; c) und f
I
(a^; a; c) sowie die Energiedichten 
E
(n; n^; c) und 
I
(n^; n; c) wer-












































































Die Symmetrie der Bischicht ist hierbei in der Notation ber














































der Symmetrie der Bischicht f















































































































































































)  Æc .























unglichen Bischichtsegmentes mit der gemeinsamen Mittel

ache A zu erreichen,




aueren Schicht so erh

oht und in der inneren Schicht so
vermindert werden, dass die von den Molek














ubereinstimmen (Abbildung 5, rechts). F

ur symmetrische























angigkeit der molekularen Fl

achen nur in erster Ordnung bekannt ist,















in der Membranmitte bis in zweiter Ordnung
















Mit Hilfe der Verteilungsfunktionen 
E=I
aus (52) wird die molekulare Gibbsche freie Ener-





















































Abb. 5: Bischichtsegment aus je einem Molek

ul der externen und internen Monoschicht (links)






ulen (rechts). Die Verteilungs-
funktionen 
E=I





















Ergebnisse wie bei einer direkten Verwendung der Fl































































































































































Der Unterschied zwischen dem Modul bei konstanter Ober

achenspannung und konstantem
chemischen Potenzial entspricht bei Vernachl

assigung der Kopplung dem Unterschied bei Mo-
noschichten (24,25). Jedoch ist jetzt der Modul bei konstantem chemischen Potenzial kleiner
als der Modul bei konstanter Ober








uhren. Ein Vergleich mit dem Abstand d

in (36) zeigt, dass
die Verteilungsfunktion 
E
























Ein wichtiger Unterschied zu den Moduln einfacher Monoschichten ist daher, dass sich der
Gausche Modul bei Bischichten auf die Bischichtmitte, der entsprechende Modul f

ur Mono-
schichten aber auf die neutrale Fl

ache der Monoschicht bezieht, wobei der Unterschied mit
wachsender Spontankr

ummung der Monoschichten zunimmt.
Unter der Voraussetzung, dass die molekulare freie Energie f
E
(a; a^; ; c) nicht vom Molen-
bruch
^
 der internen Monoschicht abh

angt und die Zusammensetzung  die Kopplung der
Monoschichten nicht beeinusst (f
a^
= 0) , l

asst sich der Kopplungsanteil f

ur zweikomponen-
tige Bischichten einfach in die bisherigen Rechnungen integrieren. Dabei ergeben sich f

ur den









und (58) keine weiteren

Anderungen. Der Modul k

bei konstanten chemischen Potenzialen
kann aus dem Biegemoment (18) der Energiedichte ' f

ur einfache Monoschichten gewonnen










zu ersetzen (57). Unter den ein-
gangs genannten Voraussetzungen gilt damit f





















































































Die Darstellung der thermodynamischen Grundlagen ist an dieser Stelle im Wesentlichen







uhren. Ferner dient sie dazu, in die Wechselwirkungen der





Einen tiefergehenden Einblick in die physikalischen Grundlagen der Membranelastizit

at bietet
die kontinuumsmechanische Beschreibungsweise. Im folgenden Abschnitt werden daher auf dem




ur den elastischen Anteil der
freien Energie hergeleitet. Es erscheint dabei in diesem Kontext ausreichend, einkomponentige
Monoschichten zu betrachten.
3.1 Die EntwicklungskoeÆzienten der freien Energie
Es wird imWeiteren davon ausgegangen, dass die Achsen der amphiphilen Molek

ule parallel zur
Membrannormalen ausgerichtet sind und somit keinen Neigungswinkel (tilt) [76, 148, 58, 71, 120]





ule in der 

ussig-kristallinen Phase benden. Bei hoch geladenen Lipiden kann
es jedoch auch unter diesen Bedingungen zu einer Neigung der Molek






onnen amphiphile Membranen als
laterale Fl















von null verschieden sind [16, 123]. In der










dv gegeben [104, 105], wobei sich das Integral

uber das molekulare Volumen 






bezeichnen die ko-kontra-varianten Komponenten des
Spannungs- und Verschiebungstensors (Appendix B).

Uber doppelte Indizes wird entsprechend





























Æa(x; a; c) dx : (61)
F

ur die weitere Diskussion ist es vorteilhaft, zun

achst die Variation von a(x; a; c) in x zu
separieren. Mit der Denitionsgleichung der molekularen Fl

ache (32) folgt




(x; a; c) Æx(x; a; c)
= Æa(x; a; c)
x




(x; a; c) die Ableitung von a(x; a; c) nach x bezeichnet. Die Summe der Haupt-
kr

ummungen am Ort x ist durch














gegeben (34). Im mechanischen Gleichgewicht gilt wegen der Divergenzfreiheit des Spannungs-
25














Damit folgt unter Verwendung von (62) und (64) f












a(x; a; c) Æx(x; a; c) dx : (65)













(a; c) = Æx(x
E=I























(a; c) ; (66)
wobei die Variation Æx(x; a; c) entsprechend








uber die Erhaltung der molekularen Teilvolumina

x




a(~x; a; c) d~x (68)
ersetzt wird. Der Ort der beschreibenden Fl

ache ist dabei nach Voraussetzung der einzige
raumfeste Punkt der Membran ( Æx(x; a; c) = 0 , Abschnitt 2.1).
Die dargestellte Herleitung des Dierenzials (66) folgt im Wesentlichen der Arbeit von



















= 0 und unter Verwendung der Ergebnis-
se von Kozlov et al. [96, 95] berechnet werden. Eine alternative Herleitung ergibt sich aus der

Uberlegung, dass im kr

aftefreien Zustand, d.h. bei verschwindender Divergenz des Spannungs-
tensors, die Arbeit der inneren elastischen Verformung (Volumenintegral) der Arbeit entspricht,
die die Umgebung an der Membran verrichtet (Ober




































= 0 (Appendix B).







Wegen des Skalarproduktes des vektoriellen Fl

achenelementes ds mit dem Verschiebungsvektor
Æu entf

allt hierbei das Dierenzial der Verschiebung Æu
3
= Æx. Wird das Dierenzial Æf in der
Form als Ober








angige Volumenarbeit der Umgebung eingeht, nicht jedoch die Volumenarbeit,
die durch eine Lage

anderung der beschreibenden Fl

ache im Raum geleistet wird. Diese l

asst
sich erst durch die Betrachtung der gesamten Membran vollst

andig erfassen (Abschnitt 4.4).
Nachfolgend werden die EntwicklungskoeÆzienten der molekularen freien Energie (7) in




in der Membran gespeicherte elastische Energie (61) und die von auen geleistete Arbeit (66).
Um von (61) und (66) zum Dierenzial





achst die Dierenziale Æa(x; a; c) und Æa(x; a; c)
x









in a und c entwickelt werden
Æa(x; a; c) = a
a
(x; a; c) Æa + a
c












Æx(x; a; c) = x
a
(x; a; c) Æa + x
c
(x; a; c)  Æc ;
Æx
E
(a; c) = x
E
a
(a; c) Æa + x
E
c
(a; c)  Æc ;
(70)
wobei die Ableitungen der molekularen Fl

ache (32) nach a und c durch
a
a








= q(x; c) ;
a
c
(x; a; c) = a q
c












gegeben sind. Mit der Dierenz (x; a; c) = 
k
(x; a; c)   
?
(x; a; c) zwischen dem lateralen







(x; a; c) a
a






































(x; a; c) a
c
i
































; a; c) :
(72)
Die Ableitungen der vertikalen Verschiebung Æx(x; a; c) werden wegen der Entwicklung um
den planaren Zustand nur bis in erster Ordnung ben
















bestimmen. Die externe (interne) Integrationsgrenze wird als Funktion von a und c bis in
zweiter Ordnung aus dem Erhalt der Teilvolumina (68) berechnet, wobei die Notation analog


































































aueren (inneren) Membranrand wird ein stetiger

Ubergang zum isotropen L

osungsmittel
und damit die Gleichheit von lateralem und vertikalem Druck angenommen. Wegen der ge-
neralisierten Laplace-Gleichung (77) m











ubereinstimmen. Damit ergeben sich aus (72), (73) und









































































































































































































(x) = (x; a
0






; 0) gesetzt ist. Die Subskripte a und c
kennzeichnen die Ableitungen nach der molekularen Fl
























ur x < x
: (76)








ur den Kopplungsterm f
ac
lassen













in (75) (4.Gleichung, links)
erscheint wegen der ausschlielichen Verwendung des Dierenzials (66) in der Literatur bisher
nicht. Er resultiert aus der inneren vertikalen Verschiebung Æx(x; a; c) bei Inkompressibilit

at
(67, 73). Dieser Term l

asst sich gut in den Modellrechnungen in Abschnitt (4) verizieren, die




uhrt werden. Auf der rechten Seite von

















ur die neutrale Fl

























In dem nun folgenden Abschnitt wird kurz auf die generalisierte Laplace-Gleichung eingegan-
gen, die im mechanischen Gleichgewicht erf

ullt sein muss. Sie erlaubt es, die Wechselwirkungen
der Membran mit der Umgebung besser zu verstehen.
3.2 Die generalisierte Laplace-Gleichung
In Appendix B wird aus der Divergenzfreiheit des Spannungstensors im mechanischen Gleich-














































 x  x
E
vorausgesetzt ist. Aus Gleichung (77) ist ersichtlich, dass der
Innendruck und der Auendruck f

ur eine planare Membran

ubereinstimmen muss. Wird der

































entwickelt und in die generalisierte Laplace-Gleichung eingesetzt, folgt aus den Ableitungen von




























































































ur planar spannungsfreie Membranen mit f
a
= 0 stimmen demnach die Druck

anderungen





































) ergibt sich hier eine
29






) =  2 k c
0
zwischen den EntwicklungskoeÆzienten zweiter Ordnung.
Bei Membranen mit einer nicht verschwindenden Spontankr

ummung muss sich demnach der


















A ergibt sich bei einem konstanten Auendruck eine
Druck

anderung von 2 bar auf der Innenseite der Membran. Ein solcher Druckunterschied kann
nur dann auftreten, wenn dass innere Volumen nicht mit einem Fluidreservoir auf atmosph

ari-
schem Druckniveau in Verbindung steht. Deshalb l

asst sich schlussfolgern, dass die sogenannten






= 0) beschrieben wer-
den [28, 143, 152], nur unter Bedingungen existieren k

onnen, in denen die Spontankr

ummung
sehr klein oder die

Ol - bzw. Wasserphase vollst

andig solubilisiert und somit keine

Uberschus-
sphase als Reservoir vorhanden ist. In der Tat scheinen kubische Phasen experimentell nur bei
einer relativen Verknappung der

Ol- oder Wasserphase aufzutreten [39]. Dies hat sich auch
bei eigens zu diesem Zweck von Richter [141] mit dem Monoacylglycerol Monoolein durch-
gef

uhrten Versuchen gezeigt. Demgegen

uber untersuchen jedoch Lade und Krawietz [102] das












ange zwischen den verschiedenen r










undet [78, 135, 64] oder im
Rahmen des von Israelachvili [86] eingef

uhrten Packungsparameters diskutiert [165, 4]. Um den
Einuss der Druckverh










ummungen und deniertem innerseitigen
Volumen zu betrachten, da die hier dargestellten








ummungen gelten. Ferner kommt es bei Druckunterschieden auch zu

Anderungen der Membranspannung, die ebenfalls nur bei einer Betrachtung des Gesamtsystems





Uberlegungen ergibt sich dadurch, dass das Bie-
gemoment, das notwendig ist, um eine Membran mit einer von null verschiedenen Spontan-
kr

ummung im planaren Zustand zu halten, nicht durch eine transmembrane Druckdierenz
aufgebracht werden kann (77). Der vollst








ur Monoschichten unter realen Bedingungen daher kaum erreichbar. Selbst
eine in einer Langmuir-Filmwaage an der Wasserober

ache gespreitete Monoschicht kann nicht
exakt planar sein. Der Einuss der Druckdierenz auf den tats

achlichen Gleichgewichtszustand
einer Membran ist Gegenstand eines im Rahmen des folgenden Kapitels dargestellten Beispiels





Uberlegungen sollen in diesem Kapitel anhand einiger Beispiele ver-





ur alle analytischen und numerischen Rechnungen ist das Computer-Algebra-
Programm MATHEMATICA [176] verwendet worden.
4.1 Das molekulare Modell
Das Beispielmodell f






Ol -Wasser Grenzschicht und die Kopfgruppen mit einem Kettenterm,
der auf einen Skalierungsansatz f

ur Polymere von de Gennes [40, 119] zur

uckgeht (Abschnitt
5.1). Es basiert auf der Annahme, dass sich die Energie eines Molek






























Abb. 6: Amphiphiles Molek










) , der Kopfgruppen (x
h
) und der Kohlenwasserstoketten (x
c
) . Vereinfachte















ahrend gleichzeitig die Energie der sich untereinander gegenseitig abstoenden Kopfgruppen-
und Kohlenwasserstoketten sinkt. Dadurch ergibt sich f

ur die planare Membran ein Energie-




. In Abbildung 7 ist ein typischer Verlauf der freien
Energie als Funktion der molekularen Fl

ache dargestellt. Der hier verwendete Modellansatz hat
die Form
f = ~ a(x
i



























Ol und Wasser bei Raumtem-
31






















Abb.7: Verlauf der freien Energie (80) f

ur eine planare Membran als Funktion der molekularen
Fl



















; " = 0:45.
peratur und B den gemeinsamen Repulsionsparameter der Kopfgruppen und Kohlenwasser-
stoketten bezeichnet. Im spannungsfreien Zustand nimmt die molekulare Fl

ache der planaren
Membran den Wert a
0



















achen lassen sich n

aherungsweise aus
experimentellen Daten zur Molek

ul- und Membranstruktur [75, 173, 171, 172] sowie aus ther-
modynamischen Berechnungen zur Kettenstatistik [10, 9, 119] bestimmen. Es wird dabei ange-
nommen, dass die st

arkste Repulsion im Kopfgruppenbereich vom Glyzerin-R

uckgrat ausgeht.







samte Kopfgruppenbereich aus Glyzerin-R

uckgrat, Phosphat- und Cholingruppe erstreckt sich







Kettenbereich weist der laterale Kettendruck ein Maximum im Bereich der ersten Methylen-




ur den Abstand der
eektiven Wechselwirkungs

ache anzunehmen (vgl. Abschnitt 5.2).
Die Abst





onnen, wie in der Literatur

ublich
[175, 118, 119, 100], als konstante Modellparameter vorgegeben oder entsprechend der Inkom-
pressibilit

atsannahme aus der Erhaltung der molekularen Teilvolumina (68) als Funktion der
molekularen Fl

ache und der Kr

ummungen bestimmt werden. Im Weiteren wird vereinfachend





achen jeweils gleich gro ist (Abbildung 6).
Neben einkomponentigen Membranen sollen auch Membranen untersucht werden, die sich




ule mit unterschiedlichen Koh-
32
lenwasserstoketten sind von May und Ben-Shaul [119, 121] bereits eingehend behandelt wor-
den. Deshalb werden in dieser Arbeit ausschlielich unterschiedliche Kopfgruppen betrachtet.
Hierzu wird der Repulsionsparameter der Kopfgruppen f

ur die zweite Molek

ulart mit einem
Skalierungsfaktor % versehen. Ferner wird angenommen, dass die Kopfgruppen der beiden Mo-
lek






[51, 39] bekannten und zu (1   ) proportionalen Wechselwirkungsterm zu gelangen, wird
f







































1 + (1  ) v gegeben ist. Die Wechsel-











; a; c) der ersten und zweiten Molek

ulspezies lassen sich nun













; a; c) anwendbar ist. Durch Minimieren








; a; c) und
Addition eines idealen Mischungsentropieterms ergibt sich f

ur die molekulare freie Energie der
zweikomponentigen Membran der Ausdruck
f = ~ a(x
i
































w() (1  ) :
(82)
Der Wechselwirkungsparameter w() ist hierbei durch
w() =   (%  1)
2
+ (1  ) u +  %
2
v + 2 %

q
[ 1 + u ][ 1 + (1  ) v ]  1

(83)




osungen [51, 39] hat der nichtideale Anteil der Mischungs-
entropie die Form k
B
T w (1  ) , wobei der Nichtidealit

atsparameter w als konstant ange-
nommenen wird. F

ur w < 2 bildet sich f

ur alle Zusammensetzungen eine stabile Mischphase
aus. Ist die Wechselwirkung zwischen den Molek

ulen jedoch abstoend und w > 2 , gibt es
f

ur bestimmte mittlere Zusammensetzungen Koexistenzbereiche f

ur zwei Phasen unterschied-












ur u = v = 0 gilt daher w    2 (%   1)
2
 0 , d.h. die Wechselwirkung
der Molek

ule ist immer anziehend und es tritt keine Phasenseparation auf. Im Folgenden wird
nur noch der Fall u = v betrachtet, da sich hier gegen






ur w() ergeben. Der Einuss der Nichtidealit

at ist wegen der Multiplikation mit dem
33
Produkt (1   ) im Bereich

aquimolarer Mischungen am gr






















atzt, tritt eine Phasenseparation
genau dann auf, wenn der Wechselwirkungsparameter w() den Wert 1

uberschreitet. Dieser
kritische Wert wird f





























um jeweils 9:5% entspricht. Experimentell werden f

ur Phospholipide
positive und negative Nichtidealit

atsparameter mit einem Betrag von bis zu etwa 6300
J
mol





















In den folgenden Abschnitten werden zun

achst die biegeelastischen Moduln f

ur Mono- und
Bischichten berechnet und anschlieend die elastischen Eigenschaften einiger spezieller Systeme
untersucht.
4.2 Die Biegemoduln
Nachfolgend sind die Moduln einer einkomponentigen Monoschicht f














uhrt. Dabei wird zwischen der Bedingung ei-
nes konstanten Abstands d (linke Spalte) und eines konstanten Volumens v
d
(rechte Spalte)
zwischen den eektiven Wechselwirkungs

achen des molekularen Modells (80) unterschieden
k
0 d
= ~ (1  2 ") d ; k
0 v
d

















































































und konstantem chemischen Potenzial k












T und " aus dem Intervall




)  0:04 k
B
T kaum voneinander unterscheidbar. Es
34











































einer einkomponentigen Monoschicht bei konstanter Ober-


achenspannung als Funktion des Repulsionsparameters B (links, " = 0:55) und des Gewich-















. Durchgezogene Linien: neutrale Fl






ur einkomponentige Monoschichten auf die graphische Darstellung der Moduln
k












angigkeit vom Repulsionsparameter B und dem Gewichtungsparameter










ache unterschieden. Dies soll den Einuss der Lage der beschreibenden Fl

ache




ahlt, dass sich f

ur eine planare




der gleiche Abstand d = 2:5

A zwischen den Wechselwirkungs

achen
einstellt wie im Fall eines konstanten Abstands.












ahrend der Eekt auf den Gauschen Modul

k
vergleichsweise klein ist. Die Modellparameter stimmen f


































































k . Sonst wie Abbildung 8.
35





am besten interpretieren. Aus Abbil-
dung 9 ist ersichtlich, dass der Modul k
v
d
































k nur aufgrund der Inkompressi-
bilit

atsannahme. Wegen des Faktors
1
2










aren. Der andere Teil der Dierenz muss daher der
Ableitung 
c
(x) zugeschrieben werden. Die Abh

angigkeit der Moduln bei konstantem Volu-
men v
d
















ahler der Moduln k und

k in (86) sind jeweils quadratische Funktionen des Gewich-
tungsparameters " . Die sich daraus ergebenden Nullstellen liegen bei dem Modell mit einem
konstantem Abstand d bei " = 0:5 0:463 bzw. " = 0:525 0:354 . F










. Es muss daher in diesem Bereich davon ausgegangen werden,
dass die quadratische N

aherung der Biegeenergie ihre G

ultigkeit verliert. Da die Biegeenergie











gegeben ist, bedeutet ein Vor-




uber einer Satteldeformation. Dies
k

onnte das Auftreten von kubischen Phasen erkl

aren. Die Nullstellen von

k liegen jedoch bei
" Werten, bei denen der spontane Kr

ummungsradius schon weit unterhalb der Membrandicke
liegt und die G

ultigkeit der quadratischen N

aherung sowie des Modells selbst in Frage gestellt
werden muss. Weiterhin ist zu bedenken, dass der planare Zustand als Ausgangspunkt f

ur eine
Satteldeformation mit zunehmender Spontankr

ummung immer unwahrscheinlicher wird. Aus
diesen Gr

unden ist " in den Abbildungen 8 und 9 auf ein Intervall beschr

ankt worden, in dem
der spontane Kr

ummungsradius die Membrandicke nicht unterschreitet.
Die Lage der beschreibenden Fl

ache x spielt f















ache. Sie hat damit, in guter

Ubereinstimmung mit










und der Biegemodul k einer zweikom-
ponentigen Monoschicht bei konstanten chemischen Potenzialen und konstanter Ober

achen-
spannung als Funktion des Molenbruches  der zweiten Molek











ummung nennenswert von der Zusammensetzung ab. Jedoch ergibt sich f

ur ei-





angigkeit der Biegemoduln k vom Molenbruch  . Der Unterschied zwischen den Mo-
36









































(links) und Biegemodul k = k

(rechts) einer zweikompo-
nentigen Monoschicht bei konstanten chemischen Potenzialen (durchgezogen) und konstanter
Ober

achenspannung (gestrichelt) als Funktion der Zusammensetzung  f

ur das Modell mit
konstantem Volumen v
d
. (+): abstoende Wechselwirkung der Kopfgruppen (u = +0:4) , ( ):
anziehende Wechselwirkung der Kopfgruppen (u =   0:4). B = 35

A, " = 0:55; % = 1:1 .
duln bei konstanten chemischen Potenzialen und konstanter Ober

achenspannung ist nur in
einem engen u - Bereich vor einer Phasenseparation der Molek

ule relevant, da hier der KoeÆ-
zient f

, der als Nenner im Modul k

in (25) auftritt, eine Nullstelle besitzt. Der kritische





(1:1) = 0:458 aus (85), da der Vorfaktor von w() f

ur die gegebenen Parameterwerte etwas
gr

oer ist als der angenommene Wert von 2 k
B
T . Von Kellay et al. [89] ist eine sprunghafte

Anderung des Biegemoduln k mit der L






ule beobachtet worden. Dieser Eekt konnte erst vor kurzem von Foret und W

urger [57] mit
einem vom Grundsatz her
















ur Zylinder-, Sattel- und Kugelkr

ummungen als Funktion der Zusammensetzung  dargestellt.
Der Abstand zwischen den Wechselwirkungs















erhalten, wie sie f

ur Bischichten gemessen werden. Die experimentellen Werte f

ur Monoschich-
ten, wie sie in den Abbildungen 32 und 33 (S. 76 und 77) gezeigt sind, liegen wegen der nicht
vorhandenen Kopplung der Kohlenwasserstoketten (Kapitel 5) und der bei Lipiden und Ten-
siden unterschiedlichen Kopfgruppen im Allgemeinen bei weniger als der H

alfte der Werte f

ur
Bischichten. Ferner wurde f

ur Bischichten der Repulsionsparameter B gegen

uber dem Wert
bei Monoschichten etwas verkleinert, damit sich eine f

ur zweikettige Lipide typische Gleichge-
wichts
















































































































k = 2k +

k einer symmetrischen Bischicht bei konstanten
chemischen Potenzialen (durchgezogen) und konstanter Ober

achenspannung (gestrichelt) als
Funktion der Zusammensetzung . Superskripte: (+): abstoende Wechselwirkung zwischen
den Kopfgruppen beider Molek

ularten (u = +0:32, Neigung zur Phasentrennung) , ( ): an-
ziehende Wechselwirkung beider Kopfgruppen (u =   0:32, Mischungsneigung). Links: Modell
mit konstantem Abstand d = 4














; " = 0:55 ; % = 1:6 .
und die Kr

ummungen bestimmt. Hierbei wird eine Kettenl

ange von 14 Kohlenstoatomen
angenommen (Abschnitt 5.1). Die Modellrechnungen zeigen, dass die Moduln bei konstan-
ter Ober

achenspannung und konstanten chemischen Potenzialen f

ur kleine Abweichungen des
Skalierungsfaktors % vom Wert 1 und konstante Kopfgruppenparameter (u = 0) gut

uberein-
stimmen (Daten nicht gezeigt). Merkliche Unterschiede ergeben sich erst bei deutlich von 1
abweichenden Werten f

ur % und damit einer hohen, im Bereich der Membrandicke liegenden
Spontankr



















ur % sind wegen (84) bereits kleinere u -Werte ausreichend, um den Wechselwirkungs-
parameter w() in den positiven Bereich zu bringen und damit deutliche Unterschiede zwischen
den Moduln bei konstanter Ober

achenspannung und konstanten chemischen Potenzialen zu
erzeugen. Der kritische Wert f

ur die Phasenseparation liegt f

ur % = 1:6 bei u = 0:355 und
ist damit kleiner als der mit Hilfe der Gleichung (85) gesch

atzte Wert von u
1
(1:6) = 0:402 .












uhren. Der Skalierungsfaktor % ist in Abbildung 11 so gro
gew

ahlt worden, dass die Membran f

ur  = 1 gegen

uber einer Kugeldeformation instabil ist
(
^
k = 2k +










einer Satteldeformation erzeugen (% < 0:8). Die Erh

ohung der Kopfgruppenrepulsion betr

agt
in Abbildung 11 f

ur u = +0:32 bei einer

aquimolaren Zusammensetzung 7:7%. Die Eekte
der Nichtidealit

at ergeben sich qualitativ auch f

ur einen konstanten Nichtidealit

atsparameter
w . Dabei fallen die Ergebnisse gegen





symmetrischer aus. Der hier gew

ahlte Ansatz erlaubt jedoch einen direkteren Bezug zu den









Anderung der Kopfgruppenparameter kommen dabei van-der-Waals-
Kr

afte und elektrostatische Wechselwirkungen in Frage. Wie aus Abbildung 11 zu erkennen ist,





arker auf eine Erh

ohung der Kopfgruppenrepulsion (u > 0) als das Modell mit einem kon-
stanten Abstand v
d
. Umgekehrt ist der Einuss des Skalierungsfaktors % bei dem Modell mit
einem konstanten Volumen deutlicher ausgepr

agt. Die Kurven f






Ubersichtlichkeit nicht dargestellt. Sie verlaufen,

ahnlich wie in Abbildung 10, zwischen
den Moduln f

ur u = +0:32 und u =   0:32 . Der Gausche Modul

k wird vom Wechselwir-
kungsparameter u weniger beeinusst als der Biegemodul k . Beide Moduln verkleinern sich
mit zunehmender Kopfgruppenrepulsion.
In der Literatur [146, 147, 136, 121, 57] ist diskutiert worden, ob mehrkomponentige Vesikel
durch eine Mischung verschiedener Molek










k  0). May und Ben-Shaul
[121] nden bei idealem Mischungsverhalten keine ausreichenden Hinweise f

ur eine Destabi-
lisierung. Dabei betrachten sie in ihren Modellrechnungen ausschlielich die molekulare freie
Energie und damit nur die Bedingung einer konstanten Ober

achenspannung. Von Safran et al.
[146, 147] wird die Nichtidealit

at der Mischung implizit vorausgesetzt und ein Molek

ulaustausch
betrachtet. Foret und W

urger [57] gelingt, wie schon bei Mikroemulsionen, mit der Bedingung
eines konstanten chemischen Potenzials die Reproduktion der Daten von Sanya et al. [142],
die einen sprunghaften Abfall des Biegemoduln mit sinkender Kettenl

ange des zugesetzten Al-
kohols zeigen. Auch Bergstr

om [13] ndet eine m

ogliche Verkleinerung des Biegemoduln f

ur












zweikomponentige Bischichten. Aus Abbildung 11 ist ersichtlich, dass dazu im Allgemeinen so-
wohl ein nichtideales Mischungsverhalten (u = +0:32) , als auch ein freier Molek

ulaustausch
(konstante chemische Potenziale) notwendig ist.
39

















Ol und Wasser bendet
sich ein Film aus amphiphilen Molek

ulen, der die Ober

achenspannung zwischen den beiden
Fl

ussigkeiten so stark herabsetzt, dass die L

osung thermodynamisch stabil ist (Abbildung 12).
Die Tr

opfchenradien liegen dabei typischerweise zwischen 50 und 100

A [52]. Bei diesen klei-
nen Radien ist es fraglich, ob die quadratische Entwicklung der Biegeenergie um den planaren
Zustand noch verl












) zu entwickeln und die Ergebnisse f

ur die
Moduln mit denen der Entwicklung um den planaren Zustand zu vergleichen.











opfchen wegen der eektiven
Unmischbarkeit von

Ol und Wasser eindeutig festgelegt. Deshalb muss in Zusammenhang mit
der Biegeenergie der Bildungsprozess der Tr

opfchen betrachtet werden. Hierbei sind sowohl das
innere Volumen als auch der amphiphile Film mit einem Reservoir verbunden (Abbildung 12).
R
Abb.12: Schnitt durch ein Mikroemulsionstr

opfchen (Windsor I System) mit Radius R (links).
Schematisierter Bildungsprozess an einem Reservoir (rechts).




opfchen werden durch die thermody-
namischen Bedingungen bei der Abschn

urung vom Reservoir bestimmt. Bei einem langsamen
Abschn

urungsprozess kann davon ausgegangen werden, dass der Druck des inneren Tr

opfchen-
volumens dem Druckniveau des Reservoirs (dunkle Fl

ussigkeit in Abbildung 12) entspricht.
Ferner k

onnen die chemischen Potenziale der Membranmolek

ule wegen der vorhandenen Verbin-
dung zum planaren amphiphilen Film als konstant angesehen werden. Die Ober

achenspannung






andern. Sie ist bei einer





opfchens bei der Abschn

urung in guter N

aherung
als verschwindend angenommen werden kann. In der Tat l





achenspannung und der Biegeenergie herleiten, der zur experimentellen Bestimmung
der biegeelastischen Moduln herangezogen werden kann [68, 69, 52].














































ater die Moduln der Entwicklung um ~c
0
= 0 mit der Entwicklung um den spontanen
Zustand vergleichen zu k






spannungsfreien Membran bezogen. Unter dem spontanen Zustand wird in dieser Arbeit der





chemischen Potenzialen der amphiphilen Molek

ule verschwindet. Die Annahme, dass dabei der
Druck der inneren Fl

ussigkeit dem Druck des Reservoirs entspricht, ist eine plausible Voraus-





atsannahme auch im allgemeinen Fall nicht

andert (Appendix C).
Die genauen Werte der chemischen Potenziale der amphiphilen Molek

ule sind im Allgemeinen







das Verschwinden der Ober












ur einkomponentige Membranen die Biegemoduln bei
konstanter Ober

achenspannung und konstantem chemischen Potenzial identisch (Abschnitt
2.2). Daher wird nur noch der Fall einer konstanten Ober

achenspannung weiterverfolgt.






und das Minimum c^
0
der Bie-
geenergie (22) sowie den Biegemodul
~
k und den Modul
^
k = 2k +

k der Entwicklung um









erfolgt wegen der Normierung der Kr






ur das verwendete molekulare Modell gut






















ur die Entwicklung der
Biegeenergie nach dem Kr

ummungsradius R = c
 1
dargestellt. Dieser Modul zeigt eine starke
Abh

angigkeit von der spontanen Kr

ummung und erscheint somit f

ur die theoretische Beschrei-
bung ungeeignet. Aus der Inkompressibilit

atsannahme ergibt sich eine von der molekularen
Fl







anderung zwischen zwei verschiedenen beschrei-
benden Fl

achen. Die hierdurch bedingten Eekte (Appendix D) sind jedoch so klein, dass in











reich der Kettenenden (gepunktet) nur f






ache im Bereich der Kopfgruppen (durchgezogen) unterschieden werden kann.
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(gestrichelt) einer einkomponentigen Monoschicht als Funktion des Gewichtungsparame-




k = 2k +






















, B = 35

A.
Ohne thermisch bedingte Fluktuationen der Membranform und Schwankungen in der Teil-
chenzahl erg



















usse auf den Biegemodul
^
k erlaubt [125, 144, 68, 69, 52]. Dabei
gehen in die experimentellen Messungen neben den hier betrachteten

Anderungen im mittleren
Kugelradius auch dynamische Abweichungen von der Kugelform ein. Diese werden im Abschnitt
4.5 n

aher untersucht. Der folgende Abschnitt behandelt zun

achst amphiphile Systeme, in denen
der Umgebungsdruck eine Rolle spielt.




Die HII - oder invers hexagonalen Phasen sind amphiphile Aggregate aus invertierten zylin-
drischen Strukturen mit hexagonaler Symmetrie (Abbildung 14). Die Kopfgruppen sind dabei
dem inneren wassergef

ullten Volumen zugewandt. Durch Zugabe von langkettigen Polymeren
(i.A. Polyethylenglykol), die die Membran nicht durchdringen k

onnen, lassen sich osmotische
Druckdierenzen zwischen den inneren Volumina der Zylinder und der umgenbenden L

osungs-
mittelphase herstellen. Hierzu wurden von Rand et al. [139] Versuche durchgef

uhrt, die von Koz-
lov und Winterhalter [98] theoretisch interpetiert wurden. Kozlov und Winterhalter entwickeln
dazu das Biegemoment und die Ober











soll hier gezeigt werden, dass es m

oglich ist, die experimentellen Ergebnisse von Rand et al.
auch mit dem molekularen Modell (80) wiederzugeben. Ferner ist es bei einer Entwicklung um











Abb. 14: Zylinderabschnitt einer invertierten hexagonalen Phase (HII-Phase) der L

ange l mit
Radius R (links). Schematisierte hexagonale Aggregationsstruktur der Zylinder (rechts).
Zustand anzugeben und damit die Stabilit

at von HII - Phasen zu untersuchen.







osungsmittelphase und damit auerhalb der Zylindervolumina benden.
Weiterhin kann angenommen werden, dass die gesamte HII - Struktur von einer geschlossenen
Monoschicht eingeh

ullt ist, deren Kopfgruppen zur L

osungsmittelphase hin orientiert sind. Bei
einer Erh

ohung der makromolekularen Konzentration werden die Wassermolek

ule des inneren
Zylindervolumens solange in die L

osungsmittelphase gesogen, bis deren chemische Potenziale
in beiden Volumina gleich sind. Da sich das Umgebungssystem im Allgemeinen auf atmosph

ari-
schem Druckniveau bendet, entspricht die osmotische Druckdierenz einem negativen hydro-
statischen Druck im Zylinderinneren. Wegen der Gr

oe der umgebenden L

osungsmittelphase
kann der osmotische Druck bei einem Austausch von Wassermolek

ulen als konstant angesehen
werden. Entsprechend ist sowohl das innere als auch das

auere Volumen als Umgebungssystem
zu betrachten. Es werden hier jedoch beide Umgebungssysteme explizit in die Rechnungen ein-
bezogen um eine Verbindung zu dem in Abschnitt 2.1 dargestellten allgemeinen Verfahren zur
Ermittlung der Gleichgewichtsform von Membranen herzustellen. Das Dierenzial der isother-
men freien Energie eines Zylinderabschnitts (Abbildung 14) der L

ange l mit Radius R = c
 1











































gegeben. Hierbei bezeichnet p
l











ummung, d.h. einer Verl

angerung des Zylinders, entgegensetzt. Die
Anzahl der Makromolek

ule ist durch N
E
M

















. Die Gleichgewichtsform des Zylinders l

asst sich durch das Minimieren der freien
43
Energie nach c und V
l
ermitteln. Dabei kann die osmotische Druckdierenz p als konstant
angenommen werden, da















onnen. Zur Bestimmung des Biegemoduls
~
k kann die zweite Ableitung
der freien Energie nach der Kr

ummung bei einem konstanten Volumen (schnelle Form

anderung)
oder einem relaxierten Volumen (langsame Form

anderung) erfolgen. Der zweite Fall entspricht
dabei einem








 p) = 0 . Wegen der Verwendung eines molekularen Energiemodells ist es vorteilhaft, die
mechanischen Gleichgewichtsbedingungen
K = 0 und ( p
l
 p ) = 0 ; (89)
die aus der Minimierung der freien Energie nach c und V
l
folgen, in den Ableitungen der
molekularen freien Energie f auszudr




























2 c : (90)
Damit folgt f



















Diese Gleichgewichtsbedingungen entsprechen denen von Kozlov und Winterhalter [98], jedoch







ache a die Gleichgewichts

ache im drucklosen Zustand. Um die molekularen Biegemoduln
bei verschiedenen Druckdierenzen besser vergleichen zu k

onnen, wird die zweite Ableitung der
freien Energie nach der Kr











































































asst sich bei konstan-





























bestimmen. Durch Einsetzen in (92) ergibt sich f














































































mit dem Biegemodul bei einer kon-
stanten Ober

achenspannung in (25) identisch, wobei sich die Darstellung f

ur die Entwicklung








= 0 denierten neutralen Fl

ache ist der Modul bei konstantem Druck (95) immer
kleiner oder gleich dem Modul bei konstantem Volumen (94) (f
aa





uhren, dass sich die Mantel








unter Volumenerhalt stark dehnen muss. Die Gleichheit der Moduln tritt bei einer Druckdif-










bei negativen Druckdierenzen das Vorzeichen wechselt und die HII - Phase damit instabil
wird. F

ur die in Abbildung 15 angegebenen Parameterwerte ergibt sich der Nulldurchgang bei
p =   3:1 bar . Wegen des negativen Druckunterschieds muss in diesem Fall angenommen
werden, dass sich die Makromolek

ule innerhalb der Zylinder benden und diese von innen her
zum Bersten bingen. Mit steigender Druckdierenz werden die Zylinder durch den atmosph

ari-








monoton an, bis bei etwa 850 bar der spontane Kr

ummungsradius
unphysikalisch kleine Werte annimmt.









Gleichgewicht bestimmen. Hieraus kann auf den Membranradius R
I














im Vergleich zum drucklosen Zustand
nicht ge

andert hat. Abbildung 15 zeigt, dass sich die Daten von Rand et al. [139] mit dem
molekularen Modell (80) gut reproduzieren lassen. Dabei sind im Unterschied zu der Publika-
tion von Kozlov und Winterhalter [98] alle verf

ugbaren Daten gleichzeitig betrachtet worden.
Eine Verbesserung der Datenanpassung l








ur den Repulsionsparameter B
1















Innendruck im Bereich zwischen 0 und etwa   300 bar liegt, verringert sich dadurch der Repul-









angigkeit der Kopfgruppenhydratisierung gewertet werden (siehe unten).
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Abb. 15: Links: Strukturparameter einer DOPE HII - Phase als Funktion der osmotischen






























kulares Modell mit einem konstanten Abstand von 4














=bar ; " = 0:32 .











Druckdierenz p (Abbildung 15). Das genaue Verhalten der Moduln h

angt jedoch von der













= 0) monoton ansteigt, ist der Modul der Kopfgruppen

ache monoton















wobei d = x
0
  x den Abstand zwischen den beschreibenden Fl

achen bezeichnet. Bei einer Ent-























In Abbildung 15 betr

agt der Abstand zwischen der neutralen Fl






A bei groen und 4

A bei kleinen Kr










ache, ist aber nicht mit dem Ort R
P
identisch, an




uber dem drucklosen Zustand gleich geblieben ist. Erg

anzend



















oert sich im Allgemeinen der Wiederholungsabstand g
H
des hexagona-
len Gitters von HII - Phasen mit steigendem Druck. Da hier Innen- und Auendruck als gleich
anzunehmen sind, kann die Ursache f

ur diesen Eekt nicht in einer

Anderung der Druckdierenz
gesucht werden. In der Literatur [157, 36, 35, 174] wird eine Zunahme der Kopfgruppenhydrati-
sierung mit wachsendem Druck diskutiert. Die damit verbundene gr






oeren Zylinderradius zur Folge. Wie Abbildung 16 zeigt, lassen sich die
experimentellen Ergebnisse von So et. al [157] mit dem hier verwendeten molekularen Modell
46
























einer DOPE HII - Phase als Funktion des Umgebungsdruckes. Obere















= 0). Daten aus So et al. [157].











konstantem Abstand d = 4






















einen deutlich kleineren Wert an, als bei den Experimenten zum





uhren, da bei einem druckunabh

angigen Repulsionsparameter der Gitterabstand
aufgrund der Kompressibilit







dung 16, gestrichelte Kurven). Die Abweichung des Parameters B
I
vom Ergebnis des letzten
Abschnitts l

asst eine Asymmetrie in der Druckabh

angigkeit der Hydratation vermuten, weil
der Zylinderinnendruck hier im Gegensatz zum negativen osmotischen Druck positive Werte




ur die Versuche zum osmotischen Druck nicht als





nicht dramatisch verschlechtert. Alle anderen Parameter sind f

ur beide
Experimente nahezu identisch. Wird neben der Kopfgruppenrepulsion auch der Repulsionspa-
rameter der Kohlenwasserstoketten mit dem Druck erh

oht, ergibt sich keine zufriedenstellen-














uhren ist, sondern tats

achlich durch eine Steigerung der Kopfgruppenhydratisierung
hervorgerufen wird.
4.5 Ellipsoidale Moden bei Mikroemulsionen
Bei Mikroemulsionen sind neben der Gr

oenverteilung der mittleren Tr

opfchenradien auch
Fluktuationen im Sinne einer Abweichung von der Kugelform von Bedeutung. Die zugeh

ori-
gen Fluktuationsamplituden gehen unmittelbar in die Auswertung von Streuexperimenten ein
47
[125, 144, 68, 69, 52]. Die einfachste Abweichung von der Kugelform mit nur einem Symmetrie-
bruch ist ein Rotationsellipsoid. Es wird durch
x = ~a cos' cos  ; y = ~a sin' cos  ; z =
~
b sin  ; (96)
mit den Halbachsen ~a und
~






parametrisiert. Die Erscheinungsform eines Rotationsellipsoids wird durch das
Verh










gestreckte Formen (Abbildung 17).
Abb. 17: Abgeachtes ( ~a = 2
~
b, links) und gestrecktes (
~

























































angigkeit der molekularen Fl

ache a() und des Molenbruchs ()
wird jeweils ein kubisches Polynom in  angenommen. Wegen der Symmetrie des Ellipsoids
m

ussen deren Ableitungen bei  = 0 und  =

2
verschwinden. Damit verbleiben insgesamt
vier freie Parameter, von denen zwei










uber das Minimieren der freien Energie bestimmt werden (Abschnitt 2.1). Wird die freie





















der Referenzkugel ein zunehmend enger werdendes
Energietal, dessen Talsohle in guter N





achenerhalt folgt. Bei kleinen












































































Abb. 18: Links: Konturlinien der freien Energie eines Rotationsellipsoids als Funktion der in-


















ur Mikroemulsionen als vergleichsweise schnell und
die Molek












= 4  R
2
0
der Referenzkugel bezogene Abweichung
der freien Energie vom sph

arischen Referenzzustand deniert. Die Entwicklung der Biegeenergie



































































arischen Referenzzustands bezeichnet. Durch


























gerade die Eigenwerte von H.
F

ur Mikroemulsionen sind wegen der Unmischbarkeit von

Ol und Wasser die Energie

ande-
rungen bei konstantem Volumen besonders relevant. Die inversen Halbachsen verhalten sich



















daher das Volumen in erster Ordnung erhalten. Wird die Abweichung (~c  ~c
0





ummung entlang dieser Geraden gemessen, ergibt sich der Normierungsfaktor
p
5 . Der




































uber den biegeelastischen Ansatz (22) mit dem Biege-




ur die neutrale Fl

ache berechnet werden. Das Integral der freien Energie (98)
































~a cos  r() d ; i = 1; 2 ; (101)
deniert sind. Das Integral

uber die Gausche Kr

ummung liefert bei geschlossenen Membra-




angigen Wert [48]. Dieser Beitrag ist bei elliptischen
Verformungen konstant und braucht hier nicht ber











































































ohe der Kopfgruppen a
h
()



































der Dierenzen zwischen den jeweiligen Werten am Pol und am

Aquator des Rotationsellipso-
ids dargestellt. Die Kr

ummung ~c wird dabei entlang der Richtung der Volumenerhaltung zu




















ur ein zweikomponentiges Ellipsoid als Funktion der mitt-

































































des Eigenvektors der Hesse-Matrix mit dem kleineren Eigenwert als Funktion der mittleren










jeweils den etwas gr

oe-













(durchgezogen) und konstantem Abstand d = 2:5

A




; " = 0:55 ; % = 1:1.
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leren Zusammensetzung  . Dabei wurde von konstanten Kopfgruppenparametern ausgegangen








sind nahezu identisch, da die Richtung der










aherung ist um etwa 20% gr





. Dies kann auf die fehlende globale
Minimierung der Verteilungen der molekularen Fl











aquimolaren Mischung maximal ist, und sich die zweite Molek






ummung (% > 1) bei gestreckten Ellipsoiden an den Polen konzentriert (
c
> 0).
















Geschlossene Bischicht-Membranen werden als Vesikel bezeichnet. Ihre Gr

oe ist sehr variabel.









ur die weiteren Rechnungen wird
von einem Vesikelradius von etwa 1000

A ausgegangen. Bei einer Kugel ist die Molek

ulanzahl




ahrend die Ableitung der Fl

ache nach der Kr

ummung
proportional zum Volumen ist. Daher vergr








Anderung der molekularen Fl

ache mit zunehmendem Kugelradius. Entsprechend
verengt sich bei Ellipsioden das im vorhergehenden Abschnitt beschriebene Energietal als Funk-
tion der inversen Halbachsen (Abbildung 18). Bei Vesikeln erscheint es aus diesem Grund nicht
immer sinnvoll, die freie Energie durch ein quadratisches Funktional anzun

ahern. Dies trit be-
sonders dann zu, wenn der Energieverlauf auch auerhalb der direkten Umgebung einer Kugel
untersucht werden soll. Entsprechend wird in Abbildung 20 die freie Energie f

ur einen Defor-
mationsweg entlang des Energietals dargestellt. Dieser Weg entspricht nahezu ideal der Kurve
f





ange des Weges wird jeweils relativ zur













uber dem Gleichgewichtszustand hinzugef

ugt bzw. entnommen ist.
Der Gleichgewichtszustand ist hierbei durch die Gleichheit der chemischen Potenziale in der
externen und internen Monoschicht und ein verschwindendes, auf eine reine Kugelkr

ummung
bezogenes Biegemoment festgelegt. Eine osmotische Druckdierenz wird nicht betrachtet.
Neben dem in den Abschnitten 2.1 und 2.4 dargestellten Verfahren f

ur die Berechnung
der freien Energie amphiphiler Membranen werden auch vergleichende Rechnungen mit dem
51
































Abb. 20: Dierenz zwischen der freien Energie eines Rotationsellipsoids und einer Kugel als
Funktion der Abweichung ~c vom sph

arischen Referenzzustand. Die Abweichung entspricht
der Bogenl


























A. Modell mit konstantem Abstand d = 4

A. B = 32

A , " =
0:55 ;  = 1:1 ;  = 0:4.





ache und in Abwesenheit einer osmotischen Druckdierenz ist
f




























achendierenzen sind hierbei durch





























den Kompressionsmodul der Bischicht und d
n
den Abstand der neutralen Fl

achen der Monoschichten zur Bischichtmittel

ache.
Wie Abbildung 20 zeigt, l

asst sich die Kugelform gegen








ugt werden. Eine Entnahme
f

uhrt umgekehrt zu einer Stabilisierung. Dieses Ergebnis l

asst sich verstehen, wenn davon aus-
gegangen wird, dass die laterale Kompression der Molek

ule den Hauptbeitrag zur elastischen









oern bzw. verkleinern sich sowohl f

ur abgeachte als auch f

ur gestreckte
Ellipsoide (Abbildung 21). Diese Deformationen sind daher energetisch g

unstig, wenn sich ge-
gen

uber dem Gleichgewichtszustand in der

aueren Schicht mehr und in der inneren Schicht
weniger Molek

ule benden. Im umgekehrten Fall erh

oht sich entsprechend die Energie.
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 =   12

A




anderung einer um 12

A nach auen (durchgezogen) und nach innen
(gestrichelt) parallelverschobenen Fl








ache. Die linke Seite entspricht abgeachten, die
rechte Seite gestreckten Formen.
Das ADE-Modell zeigt in Abbildung 22 dasselbe Verhalten wie die molekularen Rechnungen
in Abbildung 20. Jedoch liegen die Minima bei gr

oeren Abweichungen von der Kugelform. Auch




anderungen weniger symmetrisch. Die Ener-
giedierenzen liegen um etwa einen Faktor 3

uber denen der Abbildung 20. Das Verh

altnis ist







ergibt sich eine gute qualitative

Ubereinstimmung zwischen den Modellen.



































Abb. 22: ADE -Modell bei konstanter Ellipsoid

ache. Sonst wie Abbildung 20. Biegemodul
k = 9:3 k
B
















Die metastabilen Energieminima auf der linken Seite der Abbildungen 20 und 22 geh

oren
zu abgeachten Ellipsoiden. Diese sind von den gestreckten Formen der rechtsseitigen Mini-
ma durch eine Energiebarriere getrennt. In der Literatur [154] wird vermutet, dass in solchen
Energiel

ucken asymmetrische Membranformen liegen k

onnen, die hier wegen der Beschr

ankung




ur das metastabile abgeachte und das sta-




= 15000 einkettigen bzw. 7500
zweikettigen Molek









ausbildet, sind in Ab-
53
bildung 23 die Verl

aufe der in der Bischichtmitte gemessenen molekularen Fl

ache a() und
der auf die Teilchendichte ~a
 1
0















ur die abgeachten und die gestreckten Formen
jeweils umgekehrt, wobei sich die

auere und innere Monoschicht erwartungsgem

a gegensinnig
verhalten. Der Mittelwert der normierten Molek

uldichte ist nur scheinbar vom Mittelwert 0:4
verschieden, da die dargestellten Funktionen bei der Integration noch mit dem Fl

achenelement
des Rotationsellipsoids gewichtet werden.


































aueren und inneren Monoschicht als Funktion des
Winkels  f

ur das energetisch minimale gestreckte Ellipsoid (durchgezogen) und die metastabile
abgeachte Form (gestrichelt). Rechts: Analoge Darstellung f

ur die normierten Molek

uldichten.
Abschlieend wird der Einuss eines nichtidealen Mischungsverhaltens auf die Elastizit

at
von Vesikeln untersucht. Hierbei zeigt sich, dass es f

ur die gleichen Parameterwerte wie in Ab-
bildung 11 (S. 38), wie erwartet, nicht zu einer Destabilisierung der sph

arischen Form durch




> 0) . Daher ist es sinnvoll,
sich wieder der quadratischen Entwicklung um den sph

arischen Zustand zuzuwenden. In Ab-











wie bei Monoschichten deniert ist (Abschnitt 4.5). In Abbildung 11
(S. 38), kommt es bei einer abstoenden Wechselwirkung zwischen den beiden Molek

ularten
(u = v = 0:32) bei mittleren Zusammensetzungen zu einer starken Verkleinerung des Bie-
gemoduln k








in der hier gezeigten Abbildung 24 wieder. Das analoge Verhalten der beiden
Moduln l

asst sich dadurch erkl

aren, dass die chemischen Potenziale im ellipsoidal verformten
Vesikel r

aumlich konstant und damit f






Anderung der chemischen Potenziale h

angt somit nur von der globalen Form

anderung ab.





etwa die Waage halten. In diesem Fall k

onnen die chemischen Potenziale als n

aherungsweise
konstant angesehen werden. Da der Gausche Modul

k bei geschlossenen Formen keine Rolle
54
































ur elliptische Verformungen als Funktion der Zusammensetzung  .
Superskripte: (+): abstoende Wechselwirkung zwischen den Kopfgruppen beider Molek

ularten
(u = +0:32, Neigung zur Phasentrennung) , ( ): anziehende Wechselwirkung zwischen den







; " = 0:55 ; % = 1:6 .













ache und des Molenbruchs, direkt miteinander in Beziehung setzten (Abschnitt
4.5). Das erkl

art das analoge Verhalten der beiden elastischen Konstanten und weist darauf hin,
dass der Modul bei konstanten chemischen Potenzialen f

ur die vereinfachende Beschreibung die-
ses Systems besser geeignet ist als der Modul bei konstanter Ober

achenspannung. Letzterer




Die bisherigen Ergebnisse deuten darauf hin, dass sich die elastischen Eigenschaften von Mi-
kroemulsionen und Vesikeln durch geeignete Mischungen verschiedener amphiphiler Molek

ule
fast beliebig steuern lassen. Dabei scheinen nicht prim

ar die physischen Eigenschaften der ein-
zelnen Molek

ule an sich, sondern das nichtideale Mischungsverhalten, d.h. die Wechselwirkung
der verschiedenen Molek






atze leiten auch Leibler [108] und Seifert [156, 154]





Biegemoduln k her. Als Ursache f

ur die inhomogene Molek

ulverteilung wird eine kr

ummungs-
induzierte Phasensegregation der Molek

ule betrachtet. Dabei wird allgemein angenommen, dass







angt [20], wobei implizit auf eine einkomponentige Membran
der jeweils betrachteten Molek

ulart Bezug genommen wird. Die Ergebnisse in Abbildung 24 le-
gen nahe, dass die von Leibler [108] und Seifert [156, 154] eingef






ule (% = 1:6) nur f

ur nichtideale Mischun-
gen (u 6= 0) signikant von null verschieden sind. In diesem Zusammenhang sind besonders
55
die von Cevc et al. [25, 20, 21, 22] eingef

uhrten ultraexiblen Liposomen zur transdermalen
Wirkstoapplikation zu nennen. Diese als Transfersomen bezeichneten Vesikel erhalten ihre
besonderen Eigenschaften ebenfalls erst durch eine geeignete Mischung aus mindestens zwei
verschiedenen Molek








auern sich in einer Reduktion des Biegemoduls um mehr als eine Gr

oen-




ohung des Wechselwirkungsparameters u entsprechend verkleinert und sogar in
den Bereich negativer Werte gedr

angt werden.














angen kann ein Organismus oenbar die elastischen Eigenschaften von Membranen
durch kleine






arungsschema nur einen Aspekt der Membranfunktion heraus. Die Ausbildung einer
geeigneten Permeabilit








are Entwicklung der Membranzusammensetzung sicherlich
eine mindestens ebenso wichtige Rolle.
Nachdem die Behandlung einiger anwendungsnaher Beispiele abgeschlossen ist, werden in
dem sich nun anschlieenden Kapitel wieder theoretische Fragestellungen im Vordergrund ste-
hen. Dabei wird eine detaillierte Behandlung der Kohlenwasserstoketten amphiphiler Molek

ule











ur die freie Energie der Kohlenwasserstoketten amphiphiler Molek

ule steht ein gut entwickel-
ter statistischer Ansatz von Ben-Shaul zur Verf

ugung [10, 8, 9]. In dem ersten der drei folgen-
den Abschnitte wird dieser Ansatz zusammen mit zwei ph

anomenologischen Kettenmodellen
vorgestellt. Danach wird untersucht, inwieweit sich die Ergebnisse der numerisch recht aufwen-
digen Kettenstatistik mit den einfacheren ph

anomenologischen Modellen reproduzieren lassen.
Der dritte Abschnitt befasst sich mit der Kopplung der Kohlenwasserstoketten in Bischich-
ten. Alle Untersuchungen beziehen sich dabei auf einkomponentige Membranen. Die nume-












ur die freie Energie der Kohlenwasserstoketten
Nach einem Skalierungsansatz von de Gennes [40] steigt die Kettenenergie f

ur lange Polymere
quadratisch mit deren L





ule kann angenommen wer-























ange b(a; c) wird dabei als Funktion der molekularen Fl

ache a und der Kr

ummun-




















zusammen. Wird dies in Gleichung (106) eingesetzt und eine eektive Wechselwir-
kungs













































(1 ") aus (107) der Kettenterm aus Abschnitt 4.1. Das Modell (107) ist mit Erfolg
bereits von May und Ben-Shaul [121, 119] eingesetzt worden um die Biegeelastizit

at zweikompo-







uhrung einer eektiven Wechselwirkungs

ache wird durch das ausgepr

agte Maximum
des lateralen Kettendruckes im Bereich der obersten CH
2
-Gruppen [10, 9, 119] gerechtfertigt.
Durch den frei w

ahlbaren Abstand bzw. das frei w

ahlbare Volumen zwischen der

Ol-Wasser-
Grenzschicht und der eektiven Wechselwirkungs

ache der Ketten verf









signikant bessere Anpassung an die numerischen Daten der Kettenstatistik, die hier als Refe-
renzmethode f










uhrungen in die Single-
Chain Mean-Field Kettenstatistik von Ben-Shaul. Daher werden ihre Grundlagen nur kurz
skizziert. In dem Ansatz werden die CH
2
-Gruppen der Kohlenwasserstoketten durch Punkte
repr

asentiert, deren relative Position zueinander durch das Rotational Isomeric State (RIS)
























einer Kettenkonformation  wird so bestimmt, dass die Dichte der CH
2
- Segmente im Inne-
ren der Membran homogen ist. Dabei charakterisiert  den Zustand einer Kette durch eine




- Bindungen (dies betrit
die Rotationswinkel zwischen benachbarten CH
2
-Gruppen) sowie eine zuf

allige Orientierung






Abb. 25: Geometrisches Modell zur Kettenstatistik
In (108) ist Z =
P

P () die Zustandssumme, () die interne trans - gauche Energie (gauche-




ohere Energie als trans-Bindungen) und (x; ) dx das
von der Kette in einer d

unnen Schicht der Dicke dx beanspruchte Volumen (Abbildung 25). Der
Lagrange-Multiplikator (x) , der auch als lateraler Druck bezeichnet wird, stellt sicher, dass
die Membran






































berechnen. Die Auswertung dieses Ausdrucks erfolgt durch Enumeration der RIS - Sequenzen.
F

ur jede RIS - Sequenz wird jeweils eine Stichprobe von Orientierungen der Kette im hydro-
phoben Membraninneren gezogen. Die Gesamtanzahl der Konformationen  ist daher gleich
dem Produkt aus den m






die Orientierungen. Das Integral

uber die Membrandicke wird f

ur die numerischen Rechnungen
diskretisiert, wobei die Membran in Schichten von etwa 0:5 1:0

A Dicke eingeteilt wird. Der la-
terale Druck l

asst sich dann mit algebraischen Standardmethoden wie dem Broyden-Verfahren
[138] iterativ berechnen. F

ur die Rechnungen wurde im Rahmen dieser Arbeit ein schnelles, auf
Zeiger-Arithmetik basierendes Programm in C++ erstellt. Damit k

onnen Kohlenwasserstoket-
ten mit 14 16 CH
2
-Gruppen und einem Stichprobenumfang von 50 zuf

alligen Orientierungen
auf einer normalen Workstation problemlos bew

altigt werden.
Bei Bischichten impliziert die Inkompressibilit

atsannahme ein konstantes Volumen des hy-




gegeben. Das Kettenvolumen 
c
= (n + 1) 
CH
2
berechnet sich aus der Anzahl n der Kohlen-










Methylgruppe wird das doppelte Volumen veranschlagt. Bei Monoschichten h

angt die eektive
Membrandicke von der Art des L

osungsmittels ab, das sich auf der Kettenseite der Mem-





oslich, entspricht die hydrophobe Dicke dem Ausdruck f






oslich, und davon wird im Weiteren ausgegangen, ist der

Ubergang
zwischen Ketten und L

osung ieend. Die Ketten m

ussen in diesem Fall nur die Ungleichung
< (x) >  a(x) erf

ullen. Die strenge Gleichheit bestimmt dabei die Region, in der die
Ketten in direktem Kontakt miteinander stehen und der laterale Druck (x) positive Wer-
te annimmt. F

ur alle anderen x -Werte ist die mittlere von einer Kette eingenommene Fl

ache





arische Druck kann dabei im Allgemeinen vernachl

assigt werden. Bei einer sehr
groen molekularen Fl

ache kann die Ungleichung bereits dann erf

ullt sein, wenn der laterale
Druck

uberall verschwindet. In diesem Fall haben die Ketten benachbarter Molek

ule keinen
Kontakt mehr untereinander. Da aus numerischen Gr

unden von der sogenannten Pyramiden-
Approximation [10] Gebrauch gemacht wird, verschwindet in diesem Fall der Kettenanteil der




ur die Pyramiden-Approximation die
59
interne trans-gauche Energie, die Menge der zul

assigen Kettenkonformationen und die Zuord-
nung der CH
2
-Gruppen zu den einzelnen Schichten unabh





Die Single-Chain Mean-Field Methode vernachl













ohe des lateralen Drucks. Eine Enumeration aller Konformationen unter
Einbeziehung der Nachbarn erscheint aus numerischen Gr










angigen a priori Wahr-
scheinlichkeiten f

ur die Orientierung der Ketten erfolgen. Da in der hier dargestellten Methodik
die CH
2
 Gruppen den hydrophoben Membrankern nicht verlassen d

urfen, ist jedoch bereits

















atze (106) und (107) mit den numerischen Resulta-
ten der Kettenstatistik zu vergleichen, werden die freien Parameter der ph

anomenologischen





ubereinstimmen. Hierbei werden die sechs KoeÆzienten als Funk-
tion der molekularen Fl












) normiert und die Summe der quadratischen Abweichungen





Ol-Wasser-Grenzschicht und die Kopfgruppen wie in (80) kom-
biniert, wobei im Kopfgruppenterm " = 0:5 gesetzt wird. Nachfolgend sind f

unf verschiedene





und eine Kombination aus den beiden vollen Modellen. Von diesen
werden jedoch nur das Modell (106) ohne b
0
(Modell b), das Modell (107) ohne a
c0
(Modell




(Modell c) graphisch dargestellt.
Abbildung 26 zeigt die Spontankr








Funktion des Repulsionsparameters B der Kopfgruppen f











die genauen Intervallgrenzen f

ur die einzelnen Modelle etwas unterschiedlich sind. In Abbildung




achenspannung und der Gausche
Modul





achst auf, dass die Biegemoduln aufgrund des ge

anderten
Kettenterms bei deutlich gr

oeren Absolutwerten liegen als bei dem einfachen Modell (80) in
Abbildung 9 (S. 35). Der Modul k ist dabei um etwa einen Faktor 3 , der Absolutwert von
60





























































(links) und Kompressionsmodul k
a
(rechts) als Funktion des
Repulsionsparameters B der Kopfgruppen. Die Modelle unterscheiden sich im Kettenanteil.
(s) : Kettenstatistik (durchgezogen), (b) : Modell (106) mit b
0
= 0 (punktiert), (a) : Mo-
dell (107) mit a
 1
c0
= 0 (gestichelt), (c) : Kombinationsmodell (siehe Text) (strich-punktiert).
Molekulares Modell mit einem konstanten Abstand d = 2:5














ur alle Modelle in einem
realistischen Bereich, dieriert jedoch recht stark zwischen den Modellen. Am besten stimmt
hier das Kombinationsmodell c mit der Kettenstatistik

uberein. Dieses Modell liefert auch
f

ur den Kompressionsmodul k
a
die besten Resultate. Bei den Biegemoduln k und

k zeigt das
Modell a die geringsten Abweichungen zur Kettenstatistik, w

ahrend das Modell b die Verl

aufe
qualitativ am besten wiedergibt.

















































Abb.27: Biegemodul k = k

(links) und Gauscher Modul

k (rechts). Sonst wie Abbildung 26.
Ein

ahnlich gemischtes Bild ergibt sich auch f

















werden von den Modellen mit den
zus








k , vom gew
































Grenzschicht, wobei jedoch das Kombinationsmodell deutlich kleinere Werte im Bereich zwi-





ur Bischichten ist die Anpassung der ph

anomenologischen Modelle (106) und (107) an
die numerischen Ergebnisse der Kettenstatistik schlechter als f

ur Monoschichten (Daten nicht
gezeigt). Dies l










ache) weiter von der neutralen Fl

ache der externen und internen Mo-
noschicht entfernt ist als die beschreibende Fl

ache bei einfachen Monoschichten (

Ol-Wasser-
Grenzschicht). Dadurch werden die Ableitungen nach der Kr






arker mit der molekularen Fl

ache (Approximationsproblem). Ein weiterer Grund
f

ur die schlechtere Anpassung durch die ph










angt sowohl von der molekularen Fl

ache a = a
E
,
als auch von der molekularen Fl

ache a^ = a
I
der inneren Monoschicht ab. Dadurch ergeben sich
gegen











. Diese KopplungskoeÆzienten gehen













(Abschnitt 2.4) in die biegeelastischen Moduln ein (55,56,59).






zusammen mit den Kopp-




















der planaren Membran. Aus der Grak ist ersichtlich,
dass der KoeÆzient f
a^






























Gesamtmoduln von Bedeutung. Um den Eekt der Kopplung zwischen den Kohlenwassersto-





achenspannung mit und ohne Kopplung als Funktion des Repulsionsparame-




assigt, lassen sich die jeweiligen




ur die molekulare Fl

ache optisch voneinander trennen. Dabei
liegen die Werte der molekularen Fl










assigung der Kopplung fallen die Moduln deutlich kleiner aus. Dies
ist haupts






















(3   11%) und f
a^
aa
(19   34%) (Abbildung 28) deutlich
beeinusst.
Neben den durch die thermodynamischen Variablen fassbaren Kopplungseekten ist durch
die Art der Berechnung in allen EntwicklungskoeÆzienten der freien Energie ein Kopplungsan-
teil enthalten, da sich die von den Ketten beider Monoschichten eingenommenen hydrophoben
Bereiche






onnen, ist in Abbildung 29 neben dem Modul f

ur einen
Abstand von d = 4

A zwischen Grenz- und Kopfgruppen

ache auch der Biegemodul f

ur einen
Abstand von d = 2:5

A dargestellt. Ohne Kopplungseekt sollte sich hier der doppelte Wert wie
in Abbildung 27 einstellen. Der Biegemodul bewegt sich dort zwischen 5 und 6:3 k
B
T und ist
damit um 1:3 bis 4:5 k
B
T kleiner als die H

alfte des Bischichtmoduln. Auch weist der Verlauf
















entspricht. Die kleineren Werte
f





undet werden, dass sich das untere Ende
der Kohlenwasserstoketten frei im L

osungsmittel bewegen kann und daher keinen Beitrag zur
freien Energie leistet.
Aus den hier dargestellten Ergebnissen ist ersichtlich, dass der Kopplungsanteil f

ur Bi-







schlechtere Anpassung der ph

anomenologischen Modelle (106) und (107) an die Ergebnisse der
Kettenstatistik, denn diese Modelle ber

ucksichtigen keinerlei Kopplung zwischen den Ketten
der externen und internen Monoschicht. Obwohl die Single-Chain Mean-Field Statistik die freie
















































































































Abb. 29: Biegemodul k einer Bischicht als Funktion des Repulsionsparameters B f

ur einen
konstanten Abstand von d = 4:0

A und d = 2:5

A zwischen Grenz- und Kopfgruppen

ache mit
(durchgezogen) und ohne (gestrichelt) Kopplung.




atzt (Abschnitt 5.2), wird im Folgen-
den bei der Berechnung der Moduln elektrisch geladener Membranen die Kettenstatistik als
Methode der Wahl verwendet.
64
6 Elektrostatik
In diesem Kapitel werden der elektrostatische und der chemische Beitrag zur freien Energie
behandelt. Sp

ater werden die beiden Anteile mit der Energie des Opposing-Forces-Modells und
der Kettenenergie zu einer Gesamtenergie zusammengef

uhrt und hieraus die biegelastischen
Moduln geladener Membranen berechnet. Dabei wird angenommen, dass sich die Membran in
einer L

osung mit dissoziierten Salzionen bendet (excess salt regime). Bei einwertigen Salzionen
k






werden in dieser Arbeit auch

Anderungen im Dissoziationsgrad der Kopfgruppen und der Mem-
branzusammensetzung betrachtet. Ferner werden die Moduln erstmals auch f

ur Mischungen aus
ein- und zweiwertigen Ionen berechnet.
6.1 L

osungen mit einwertigen Salzionen
Die elektrochemische freie Energie kann in einen elektrostatischen und einen chemischen An-
teil unterteilt werden. Der elektrostatische Term wird im Rahmen der Gouy-Chapman-Theorie
der diusen Doppelschicht behandelt. Er ber

ucksichtigt die Ladungstrennung und die Entro-
pie der sich in L

osung bendlichen Ionen. Der chemische Teil ist nur bei

Anderungen in der
Kopfgruppenionisation relevant. Er h

angt mit der Ober

achenkonzentration der geladenen und
ungeladenen Molek

ule zusammen und ist rein entropischen Ursprungs.
6.1.1 Die elektrostatische freie Energie
Die Behandlung des elektrostatischen Anteils der freien Energie baut auf die Arbeiten von
Lekkekerker [109, 110], Mitchell und Ninham [126], Winterhalter und Helfrich [175] und May
[118, 119] auf, erweitert jedoch die bestehende Theorie dadurch, dass sie einerseits

Anderungen
in der Kopfgruppenionisation bei einer vorgegebenen Dissoziationskonstante und andererseits

Anderungen in der Molek

ulzusammensetzung bei konstanten chemischen Potenzialen zul

asst.









ahlt wird. Die sich daraus ergebenden Entwick-
lungskoeÆzienten der freien Energie (7) werden anschlieend mit Hilfe der Transformationsglei-
chungen aus Appendix A in eine beliebige beschreibende Fl

ache transformiert. Bei amphiphilen
Bischichten ist die elektrostatische Kopplung zwischen den beiden Monoschichten sehr schwach
ausgepr

agt (Abschnitt 6.1.4). Daher kann die f























 , das im Weiteren als reduziertes



















ange bei Raumtemperatur und n die r

aumlich


















asst sich aus der speziellen L

osung 	(x) = 	
0
exp(   x) der linearisier-






aherung) in einer Dimension









asentiert, wobei  den Molenbruch der ionisierbaren amphiphilen Molek

ule,  den Dis-
soziationsgrad dieser Molek

























und leitet mit Hilfe der Ober

achenladungsdichte  , die als Randbedin-













(Appendix E). Dies erfolgt jeweils getrennt f

ur Zylinder- und Kugelkoordinaten.
Es ist m

oglich, die elektrostatische freie Energie auf verschiedene Weisen zu berechnen [51].
Die am weitesten verbreitete Methode ist die, die Arbeit zu berechnen, die zum Laden einer
Ober

ache bei konstanten chemischen Potenzialen des Elektrolyten notwendig ist. Dies wird
als Debye-H

uckel-Laden oder als virtuelle Auadung bezeichnet [63, 51]. Die molekulare freie














gegeben (Appendix E). Nach Substitution von





















































Treten beim Biegen der Membran

Anderungen im Dissoziationsgrad der amphiphilen Mo-
lek









































soziierten und nichtdissoziierten Kopfgruppen bezeichnen. Die Konzentration [H
+
] der Proto-







aure-Basen-Systemen errechnet sich die Protonenkonzentration n = 10
 pH
aus
dem pH -Wert der L









wird dann durch die

















  pH j < 1:5 signikant sind [24, 116, 166].
In der Literatur ist bisher von einem konstanten Dissoziationsgrad  beim Biegen der Mem-









andert sich unter dieser Annahme auch die Gleichgewichtskonstante K in
(119). In der Ober

achenchemie wird bei Feststopartikeln davon ausgegangen, dass die Disso-





angig vom Partikelradius ist [160, 159]. Diese Annahme ist auf amphiphile Membranen











angigkeit der Gleichgewichtskonstanten als Arbeitshypothese
dienen. Um die Konstanz von K zu gew

ahrleisten, muss der Dissoziationsgrad als Funktion
der Kr

ummung so bestimmt werden, dass in (119) die

Anderung in der Ober

achenkonzen-
tration der Protonen kompensiert wird. Dies kann dadurch erreicht werden, dass der Ansatz
^

















ur den Dissoziationsgrad in das Massenwirkungsgesetz (119) eingesetzt wird. Dabei ist die





ussen, da sie vom Dissoziationsgrad abh

angen, erneut nach der Kr

ummung entwickelt
werden. Dadurch ergeben sich f



















































Die durch den Subskript  gekennzeichneten Ableitungen der KoeÆzienten  

nach dem Dis-
soziationsgrad sind in Appendix E angegeben. Wird in (119) der Dissoziationsgrad  durch
^






































































angigen Dissoziationsgrad auch die Integrale
I

in (116) und (117) erneut nach
c

zu entwickeln. Dadurch ergibt sich die molekulare freie











































































Die durch den Subskript  gekennzeichneten Ableitungen von I

sind ebenfalls in Appendix
E angegeben.
6.1.2 Die chemische freie Energie
Im Falle eines ver






asst sich durch eine zum Debye-H

uckel-Laden analoge virtuelle Auadung
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zwischen den chemischen Potenzialen der Reaktionspartner
im geladenen und ungeladenen Zustand bezieht sich dabei nur auf den von der Elektrostatik
unabh

angigen Anteil, d.h. auf die Reaktion AH
*
)
A+H . Der Dissoziationsgrad 

ubernimmt




















T lnK ersetzt wurde [70]. Aus
















































































Membran der Ausdruck  
0









uber p in (115) von der molekularen Fl

ache ab, die aus dem Verschwinden der Ober-


achenspannung im planaren Zustand (f
a
= 0) bestimmt wird. Dies geschieht hier ohne den
chemischen Anteil, da die Dissoziationskonstante K in  
K
0





angig angesehen wird. Der konkrete Wert von K wird bei gegebenem






Die Summe aus elektrostatischer (114) und chemischer (125) freier Energie kann auch in



















in dem virtuellen Auadungsprozess (125) verwendet wird [27].
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6.1.3 Die EntwicklungskoeÆzienten der elektrochemischen freien Energie








onnen mit Hilfe der Transformationsformeln aus Appendix A f

ur eine beliebige beschreibende
Fl








+ 1 ; q = q + 2 (1  ) p und d = x  x
h
(130)




angigen Dissoziationskonstanten K in Ein-
heiten von k
B



















































































































































































uberstrichene q durch das einfache q ersetzt
(130), ergeben sich die EntwicklungskoeÆzienten f

ur einen konstanten Dissoziationsgrad  . Ist











































ur den Gauschen Modul d =  x
h
zu setzen ist (Abschnitt 2.4).
6.1.4 Bischichten












in die Rechnungen ein. Wie schon von Winterhalter und






































2 + q +H
1 + q
+ 4  (x
h








des Biegemoduln bei konstantem Dissoziationsgrad  und einem konstanten Abstand d zwi-
schen Grenz- und Kopfgruppen

ache zeigen. Da der elektrostatische Anteil mit wachsender
Debye-L












andig geladene Membranen ( =  = 1) ab-
zusch
































. Die Kopplung f

uhrt daher zu einer relativen

Anderung von etwa 0:2%.







ucksichtigung der Kopplung im Falle einer festen Dissoziationskonstanten K derzeit nur
numerisch durchgef

uhrt werden kann, wird die elektrostatische freie Energie f

ur Bischichten auf
der Basis des analytischen Ergebnisses f







osungen mit mehrwertigen Salzionen
Bei mehrwertigen Ionen gewinnen Korrelationseekte zwischen den Ladungen mit steigen-
der Valenz zunehmend an Bedeutung. Diese werden in Mean-Field Ans

atzen wie der Gouy-
Chapman-Theorie nicht ber

ucksichtigt. Wie Dichtefunktionalrechnungen und numerische Si-
mulationen zeigen [93, 94, 92, 42], sind Korrelationseekte bereits bei zweiwertigen Ionen recht
deutlich ausgepr

agt. Nguyen [129] ndet mit Rechnungen f





einen korellationsbedingten negativen Beitrag zum Biegemodul. Deshalb wird auf die Behand-
lung von mehr als zweiwertigen Valenzen verzichtet.
F

ur Mischungen aus ein- und zweiwertigen Salzionen sind analytische L

osungen der Poisson-




achen bekannt [131]. Daher werden die





























ur das reduzierte Potenzial 	(r) f

ur zylindrische (D = 1) und sph

arische (D = 2) Geometrie
mit dem Newton-Raphson-Verfahren [138] gel





































der mono- und divalenten
Salze sowie der Membrankr





ache a berechnet. Das













R ). Der Radius















ur die numerischen Rechnungen wurde ein Fortran77-Programm von Herrn Dr. Sylvio
May zur Verf

ugung gestellt. Dieses Programm wurde den aktuellen Erfordernissen angepasst
und auf doppelte Genauigkeit umgestellt, um den Konvergenzbereich des Verfahrens zu ver-
gr

oern (Abschnitt 7.2). Die numerisch erzeugten Daten wurden jeweils lokal durch Polynome
approximiert und hieraus die Ableitungen der molekularen freien Energie berechnet. Die Ent-













7 Elastische Eigenschaften geladener Membranen
In diesem Kapitel wird der Einuss der Kopfgruppenladungen auf das elastische Verhalten am-
phiphiler Membranen anhand einiger Beispiele verdeutlicht. Die Elektrostatik wird dabei im
Rahmen der in Abschnitt 6 und Appendix E beschriebenen Gouy-Chapman-Theorie behan-
delt. Die Kopfgruppen- und Grenz

achenenergie wird mit dem Opposing-Forces-Modell aus







attigte Kohlenwasserwasserstoketten mit jeweils 14 C Atomen berechnet (Abschnitt
5). Zun





osungen gezeigt, wobei die biegeelasti-
schen Moduln f

ur Mono- und Bischichten als Funktion des Dissoziationsgrades  , bzw. des




dargestellt werden. Weiterhin wird das Verhalten
asymmetrisch geladener Vesikel untersucht. Der zweite Teil dieses Kapitels besch

aftigt sich mit









ersten Fall wird, wie bisher

ublich, angenommen, dass der Dissoziationsgrad  beim Biegen der





Dissoziationskonstanten K ausgegangen. Beide Varianten betrachten die Membran als nur aus
einer Molek

ulart aufgebaut, wobei nicht zwischen geladenen und ungeladenen Molek

ulen un-
terschieden, sondern jedem Molek

ul ein mittlerer Dissoziationsgrad  zugewiesen wird. H

aug
setzen sich amphiphile Membran jedoch aus ungeladenen ( = 0) und vollst

andig gelade-
nen ( = 1) Molek

ulen zusammen. Bei S

aure-Basen-Systemen liegen dabei die pK
a
-Werte der
Dissoziationsreaktionen deutlich oberhalb bzw. unterhalb des aktuellen pH-Wertes (Abschnitt
6.1). F

ur die thermodynamische Bedingung einer konstanten Ober

achenspannung unterschei-
det sich dieser dritte Fall nicht von dem eines konstanten Dissoziationsgrades (erster Fall), da
hier nur das Produkt  in die Rechnungen eingeht (Abschnitt 6). Bei konstanten chemi-
schen Potenzialen ergibt sich jedoch ein signikater Unterschied zwischen dem ein- und dem
zweikomponentigen System. Daher werden nachfolgend nur die Moduln bei konstanten chemi-
schen Potenzialen betrachtet und zur Vereinfachung der Notation k = k

gesetzt. Der Verzicht
auf die Behandlung der Bedingung einer konstanten Ober

achenspannung stellt dabei keine
wesentliche Einschr

ankung dar, da sich f

ur einkomponentige Membranen die Moduln bei kon-
stanter Ober

achenspannung von denen bei konstantem chemischen Potenzial auch bei extrem
hohen, im Bereich der Membrandicke liegenden Spontankr
















sowie den Biegemodul k , den Gauschen Modul












ummungen (Abschnitt 2.2) als Funktion des Dissoziationsgrades  (erster und zweiter Fall)




ulart (dritter Fall) bei konstanten che-
mischen Potenzialen. Abbildung 31 zeigt die gleichen Gr






Aus den Graken ist ersichtlich, dass sich der Unterschied zwischen den verschiedenen Betrach-













ur alle Modellannahmen im Prinzip gleich und unterscheidet sich









weil die neutrale Fl





ur beide Modelle etwas


































































































ummungen als Funktion des Dissozia-





(3. Fall). Moduln bei konstantem Dissoziationsgrad  (gestrichelt, 1. Fall) und konstanter
Dissoziationskonstanten K (gepunktet, 2. Fall) sowie des zweikomponentigen Systems (durch-
gezogen, 3. Fall). Subskripte d und v
d








































































































































. Dissoziationsgrad  = Molenbruch  = 0:5. Sonst wie Abbildung 30.
unterschiedlich ist (Abschnitte 2 und 4). Die Kr

ummung wird jeweils in der neutralen Fl

ache
des Systems mit konstantem Dissoziationsgrad (erster Fall) gemessen, um die unterschiedlichen






ande ( =   0:5) liegen in Abbil-
dung 30 die Unterschiede zwischen dem ersten und dritten Fall f

ur den Modul k zwischen 10%




k zwischen 20% und 30%. Die Moduln bei konstantem Disso-
ziationsgrad  (erster Fall) sind nach (25) und (131) immer gr

oer oder gleich den Moduln f

ur
eine zweikomponentige Membran (dritter Fall). W

ahrend in Abbildung 31 der elektrostatische




A stetig mit der Debye-L

ange zunimmt, konvergiert
die Dierenz der Moduln gegen einen Wert, der nur noch indirekt












angt (25,131). Wird die Dissoziationskonstante
K xiert (zweiter Fall), liegen in Abbildung 30 die resultierenden Moduln jeweils zwischen den








ur kleine  dem ersten Fall
und f

ur groe  dem dritten Fall an. F

ur  =  = 0 und  =  = 1 stimmen alle Moduln
trivialerweise

uberein. Wie im Abschnitt 4.2 l

asst sich beobachten, dass die Moduln bei einem







im Kopfgruppenbereich reagieren als die Moduln bei einem konstanten Volumen v
d
.
Nachfolgend werden die theoretischen Ergebnisse mit experimentellen Daten f

ur Mikroemul-
sionen verglichen. Ein aus der Literatur [158, 175, 52] bekanntes Problem ist dabei, dass die
75









































ummungen als Funktion der Salzkonzentration.
Experimentelle Daten aus Farago und Gradzielski [52] (Winsor I System, obere Daten, 5% ge-
ladene Molel













tigen Systems (durchgezogen). Modellparameter siehe Text.




k = 2 k+

k
vom Ladungszustand voraussagt, w

ahrend sich experimentell kein oder nur ein deutich gerin-
gerer Eekt nachweisen l

asst. Abbildung 32 zeigt die von Farago und Gradzielski [52] sowie von
Eastoe et al. [49] gemessenen Moduln in Abh






ur die theoretisch berechneten Kurven ist entsprechend den experimentellen Angaben bei den
Daten von Farago und Gradzielski von einem Anteil von 5% an vollst

andig geladenen Tensiden





andig dissoziiert sind. Entsprechend stimmen f

ur diesen Datensatz die Moduln der drei
betrachteten Randbedingungen

uberein. Die Diskrepanz zwischen Theorie und Experiment bei
kleinen Salzkonzentrationen l

asst sich bei den Daten von Eastoe et al. dadurch erkl

aren, dass
es sich hier um ein Winsor II System handelt, bei dem die Tr













opfchenradius von etwa 20

A. Unter diesen Umst

anden wird
die Voraussetzung eines im Tr

opfchenmittelpunkt verschwindenden elektrostatischen Potenzi-
als mit steigender Ladungsdichte und abnehmender Salzkonzentration zunehmend verletzt. F

ur
das Winsor I System (

Ol-in-Wasser System) von Farago und Gradzielski ist in Abbildung 32
der theoretisch berechnete Modul bei konstantem Dissoziationsgrad (1. Fall) und der Modul
des zweikomponentigen Systems (3. Fall) dargestellt. Der Modul bei einer konstanten Dissozia-
tionskonstanten (2. Fall) stimmt f

ur kleine Dissozoiationsgrade (hier 5%) gut mit dem 3. Fall

uberein (vgl. Abbildung 30). Deshalb kann hier auf eine Darstellung des 2. Falles verzichtet
werden. In [52] wird von einer molekularen Fl













uhren sich die Kohlenwasserstoketten im planaren Zustand
nicht mehr, und die Kettenstatistik liefert wegen der Verwendung der Pyramidenapproximation
(Abschnitt 5) einen konstanten Wert f

ur die Kettenenergie. Daher ist f

ur die Daten von Farago
und Gradzielski auf das Modell (80) zur










ur die Daten von Eastoe et al. sind die Kettenstatistik






und d = 0:85

A verwendet worden. Hierbei stellt sich
eine Gleichgewichts





pro Kohlenwasserstokette ein, was den experimen-
tellen Angaben in [49] entspricht. Alle durchgef

uhrten Rechnungen setzen einen konstanten







voraus. Aus Abbildung 32 ist ersichtlich, dass die experimentell bestimmten Moduln gut mit
den theoretisch berechneten Moduln f

ur das zweikomponentige System

ubereinstimmen. Damit
kann der bisherige Widerspruch zwischen Theorie und Experiment, der sich in dem experimen-
tell nicht messbaren steilen Anstieg bei kleinen Salzkonzentrationen manifestierte, gel

ost wer-
den. Die den Rechnungen zugundeliegende Bedingung eines zweikomponentigen Systems bei
konstanten chemischen Potenzialen ist f

ur Tensidsysteme eine sinnvolle Annahme, da w

ahrend
der Bildung der Tr

opfchen eine Verbindung zum Molek

ulreservoir besteht, und auerdem die
molekularen Austauschzeiten zwischen Membran und L

osung vergleichsweise klein sind.
Der Biegemodul
^
k ist von Farago und Gradzielski auch in Abh

angigkeit vom relativen An-
teil  geladener Molek

ule gemessen worden (Abbildung 33). Die mit Hilfe von Leitf

ahigkeits-
messungen bestimmte Hintergrundsalzkonzentration ist bei diesen Experimenten mit 5M
sehr klein. Daher wird die Abschirmung der Ober

achenladungen fast ausschlielich durch


















































ur kleine (Radien ca. 50






opfchen, wobei die obenliegenden Datenpunkte

uber die Messung der makroskopischen
Ober

achenspannung und die untenliegenden Datenpunkte

uber den Polydispersionsindex be-
stimmt wurden. Die Gouy-Chapman-Theorie ist nur approximativ auf die experimentell vorlie-
gende Situation anwendbar (siehe Text). Sonst wie Abbildung 32.
77
die im System vorhandenen Gegenionen (Ladungsneutralit

at) bewirkt. Dieser Fall wird durch
die Gouy-Chapmann-Theorie, die von einem

Uberschuss an Salzionen (excess salt regime) bei
konstanten chemischen Potenzialen ausgeht (Appendix E), nicht abgedeckt. Eine exakte ana-
lytische Behandlung dieser Situation ist bisher nur f

ur zylindrische Geometrie bekannt [55].
Farago und Gradzielski haben daher die Gouy-Chapmann-Theorie approximativ verwendet,
wobei sie die Konzentration der Gegenionen durch die Konzentration der Salzionen ersetzt und
mit dem Molenbruch der geladenen Tenside erh

oht haben [52]. Entsprechend diesem Vorgehen
sind auch die in Abbildung 33 gezeigten Kurven f

ur die theoretisch berechneten Moduln ermit-













opfchen). Obwohl die von der Theorie vorausge-
setzte Situation den experimentellen Bedingungen nicht exakt entspricht, wird aus der Grak
deutlich, dass der Modul des zweikomponentigen Systems eine gegen

uber der bisherigen Be-
trachtungsweise verminderte Abh

angigkeit vom Ladungsanteil zeigt und die experimentellen









ange nicht mehr als isoliert angesehen werden, wie
dies von der Gouy-Chapmann-Theorie vorausgesetzt wird. Die Debye-L

ange unterschreitet den








ache [67] in Abbildung 33
erst dann, wenn der relative Anteil geladener Molek

ule den Wert  = 0:0085

uberschreitet.





ultigkeit der verwendeten Theorie. Dieser Eekt scheint jedoch f

ur geringe Ladungs-
dichten (Experimente von Farago und Gradzielski) weit weniger wichtig zu sein als f

ur hohe
Ladungsdichten (Experimente von Eastoe et al.).
7.1.2 Bischichten






ur Bischichten bei entsprechenden Parameter- und Variablen-
werten Verl

aufe, die den Moduln f

ur Monoschichten in den Abbildungen 30 und 31 sehr

ahnlich
sind. Daher wird in diesem Abschnitt auf eine analoge Darstellung verzichtet. Stattdessen wer-
den die Moduln zur besseren Veranschaulichung als 3-dimensionale Graken gezeigt. Nur der
Modul
^
k wird in Abbildung 34 als Funktion des Dissoziationsgrades  bzw. des Molenbruchs 




A als 2-dimensionale Grak abgebildet,
um die destabilisierende Wirkung der Kopfgruppenladungen klarer demonstrieren zu k

onnen.









k < 0) auftritt, die mit der experimentell beobachteten sogenannten







uber den scheinbaren pK-Wert (Abschnitt
78
























ur eine Bischicht als Funktion des Dissoziationsgrades  bzw. des





















. Sonst wie Abbildung 30.
6.1), geben die Kopfgruppen ihre Protonen ab, wobei sich die Membran au

adt. Daraufhin
bilden sich aus den vorliegenden Bischicht - Stapeln kleine unilamellare Vesikel (SUV). In Ab-
bildung 34 ergibt sich nur f

ur das Modell mit einem konstanten Abstand d zwischen den
eektiven Wechselwirkungs

achen ein negativer Modul und damit eine Instabilit

at. Es zeigt
sich, dass die Destabilisierung der Membran bereits bei geringeren Ladungsdichten auftritt,
wenn diese als zweikomponentiges System betrachtet wird (durchgezogene Linie). Die Plau-
sibilit

at der Voraussetzung konstanter chemischer Potenziale wird dadurch gest

utzt, dass die
durch den pH-Sprung erzeugten kleinen unilamellaren Vesikel im Gegensatz zu SUVs, die durch
Bestrahlung mit Ultraschall erzeugt werden,

uber mehrere Wochen stabil bleiben [74].
In Abbildung 35 ist der Biegemmodul k und der Gausche Modul

k einer Bischicht als





stellt. Aus dieser Grak ist erkennbar, dass der Modul k bei gegebener Debye-L

ange anfangs
schnell mit  ansteigt und dann in etwa konstant bleibt. Die H

ohe des erreichten Maximalwer-
tes steigt dabei n





. Der Unterschied zwischen dem
Modul k

bei konstantem Dissoziationsgrad und dem Modul k

des zweikomponentigen Sy-
stems ist bei mittleren Dissoziationsgraden bzw.



















angigen Wert. Der Gausche Modul

k ist im Dissoziationsgrad und der
Debye-L










agt als beim Biegemodul k . Damit pr

agt der Gau-




































































Abb.35: Biegemodul k (links) und Gauscher Modul

k (rechts) als Funktion des Dissoziations-




. Linke Grak: obere Kurve:
Modul k

bei konstantem Dissoziationsgrad, untere Kurve: Modul k

des zweikomponentigen









Dissoziationskonstante, zweikomponentiges System). Wie in Abbildung 34 wird hierbei deutlich,
dass eine Destabilisierung gegen

uber einer Kugeldeformation (spontane Vesikulation) bei dem
Modul f

ur das zweikomponententige System bei einer geringeren Ladungungsdichte und kleine-
ren Debye-L

angen erfolgt als bei einem konstanten Dissoziationsgrad. Der Fall einer konstanten





stabilisierung bei dem zweikomponentigen System steht im Einklang mit einer Beobachtung





k von der Debye-L

ange voraussagen. Interessant ist weiterhin, dass durch sehr
hohe Ladungsdichten und groen Debye-L

angen nicht nur eine Vesikelbildung, sondern auch
eine Porenbildung in der Vesikelmembran induziert werden kann [14]. Spontane Vesikulationen
lassen sich auch durch Polyethylenoxid-dekorierte Lipide hervorgerufen [162].
Die zu den Abbildungen 20 (S. 52) und 22 (S. 53) analoge Grak 37 zeigt den Energieverlauf










aueren Monoschicht zwischen 
E
= 0:3 und 0:65 systematisch variiert. Der
Molenbruch der inneren Monoschicht bleibt konstant bei 
I
= 0:5 xiert. Zum besseren Ver-
gleich ist auch eine Kurve f

ur ein Vesikel mit einer nahezu ungeladenen inneren Monoschicht
(
E
= 0:15 ; 
I
= 0:025) dargestellt. Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass sich sph

arische
Vesikel durch eine Erh






















































ummungen als Funktion des Dissoziationsgrades 
bzw. des Molenbruchs  . Obere Kurve: konstanter Dissoziationsgrad, untere Kurve: zweikom-




k . Konstanter Dissoziations-
grad: durchgezogen, konstante Dissoziationskonstante: punktiert, zweikomponentiges System:
gestrichelt. Sonst wie Abbildung 35.
der Molek

























. Ein Eekt der Kopfgruppenladun-
gen l

asst sich auch experimentell nachweisen. In einer Arbeit von Lee et al. [107] konnten nach
Einsch











ormig gestreckten Vesikelform erreichen. Die Interpretation dieses Experiments
wird in Abschnitt 7.3 noch eingehender diskutiert.
7.2 L

osungen mit ein- und zweiwertigen Salzionen
Zweiwertige Ionen haben aufgrund ihrer h

oheren Ladung eine st

arker abschirmende Wirkung
als einwertige Ionen. F

ur ein Salz, dass bei Solvatation ausschlielich divalente Ionen freisetzt,












































tenzialwerte (kleine Ladungsdichten und kleine Debye-L










ubereinstimmen (Abbildungen 38 und 39). Wird
81













































achennormierte Dierenz zwischen der freien Energie eines Rotationsellipsoids und
einer Kugel als Funktion der Abweichung ~c vom sph

arischen Referenzzustand (vgl. Abbildung




= 0:3 ; 0:5 ; 0:6
und 0:65 , der Molenbruch der inneren Monoschicht ist 
I
= 0:5 (durchgezogene und ge-
strichelte Kurven). F

ur die gepunktete Kurve gilt 
E
= 0:15 und 
I







A, Modell mit konstantem Abstand d = 4












der exponentiellen Ionenverteilung heran-
gezogen, so schirmen die zweiwertigen Ionen die Ober

achenladungen dabei viermal so stark
ab wie die einwertigen Ionen.
Sind in der L






ohrige Poisson-Bolzmann-Gleichung derzeit nicht analytisch l

osen. Die Berechnung des
Potenzials und der freien Energie erfolgt somit mit numerischen Verfahren. Dabei zeigt sich,





ur kleine Ladungsdichten und kleine Debye-L

angen zufriedenstellend konvergiert (relati-
ve Fehlertoleranz < 10
 5
). Dies gilt insbesondere f

ur zweiwertige Ionen und Mischungen aus
ein- und zweiwertigen Ionen. Da die Entwicklung der freien Energie um den planaren Zu-




ummungsradius ein Vielfaches der jeweils
kleineren Debye-L

ange nicht unterschreiten darf (verschwindendes Potenzial im Kr

ummungs-
mittelpunkt), ist es notwendig, auch kleine Kr

ummungen in die Rechnungen aufzunehmen, um
verl

assliche Ergebnisse zu erzielen. Wegen der beschr

ankten numerischen Konvergenz k

onnen











ur die betrachteten Ladungszust

ande sind die Unterschiede zwischen den
Moduln bei konstantem Dissoziationsgrad und den Moduln des zweikomponentigen Systems
klein und f

ur die weitere Diskussion von untergeordneter Bedeutung. Daher wird im Folgenden
nur noch das zweikomponentige System behandelt. Ferner werden ausschlielich Bischichten











































































der externen Monoschicht einer symmetrischen Bischicht sowie
Biegemodul k , Gauscher Modul







arische Deformation als Funktion
des Molenbruchs  der geladenen Molek





















A (gepunktet). Modell mit









der externen Monoschicht in die grasche Darstellung aufgenommen wird. Dies geschieht zum




der korrespondierenden Monoschicht ab-
zusch

atzen. Zum anderen ist die Wirkung divalenter Salze auf die Spontankr

ummung auch in
Hinblick auf die Kalzium-induzierte Fusion von Liposomen [5, 6] von Interesse. Bei diesem Pro-





ucken zum benachbarten Vesikel (Ca
2+











aueren Monoschicht einer symmetri-
schen Bischicht sowie den Biegemodul k , den Gauschen Modul

















aherung ( j j < 25 mV entsprechend  < 0:013 ) [18, 3]
stimmen die Moduln f














uberein (gestrichelte Kurven, 1 und 2). Bei h

oheren Ladungsdichten ist
erkennbar, dass die divalenten Ionen die Ober

achenladungen deutlich mehr als viermal so
83










































































































ur einen Anteil von  = 0:12 geladener
Molek

ule. 1: nur monovalentes Salz (Funktion von l
D 1
, gestrichelt), 2: nur divalentes Salz
(Funktion von l
D 2














A, durchgezogen). Sonst wie Abbildung 38.







A (durchgezogene Linien, 3) folgt bei kleinen Ladungsdichten (Li-


























ahern sich die Moduln der Mischung





ist hierbei, dass der Modul k der Mischung etwas oberhalb des Moduln des reinen divalenten
Systems liegt, obwohl zus

atzlich monovalente Ionen anwesend sind. Bei einer einfachen Addi-
tivit

at der Eekte w






urde, und der Modul der Mischung immer unterhalb des Moduln des divalenten Systems
bleibt, wie dies f

ur den Betrag des Gauschen Moduls

k der Fall ist.





einen Anteil von  = 0:12 geladenen Molek














A) lassen sich die Moduln f

ur die rein mono-
84


















achst dem monovalenten System und n

ahern sich dann als
Funktion von l
D 1
den durch die konstante Konzentration der divalenten Ionen vorgegebenen




k =   9:5 k
B










bevor sie sich den durch die konstante Konzentration der monovalenten Ionen vorgegebenen




k =   12:9 k
B





der Modul k als Funktion der Debye-L

ange ein Maximum durchl

auft (Kurve 3, durchgezogen),
was bei einer reinen Additivit

at der Eekte beider Salze wegen der Monotonit

at der Moduln
des rein monovalenten Systems (Kurve 1, gestrichelt) nicht zu erwarten gewesen w

are.
Wegen der numerisch bedingten Beschr

ankung auf geringe Ladungsdichten und kleine Debye-
L

angen liegen die erwarteten

Anderungen in den Biegemoduln im Bereich von einigen wenigen
k
B
T . Die relativen

Anderungen in den Bischicht-Moduln liegen damit unterhalb von 10% und
d

urften experimentell derzeit kaum messbar sein. Jedoch kann davon ausgegangen werden, dass




k auftretende Maximum in den Kurven 3
in Abbildung 39 auch bei h





angen zu beobachten sind. In




ufung als durchaus lohnend dar.
7.3 Diskussion
Abschlieend werden die Ergebnisse der vorangehenden Abschnitte zur Elektrostatik von Mem-
branen vornehmlich in Hinblick auf die vereinfachenden Annahmen der Gouy-Chapmann-
Theorie und die Unterschiede zwischen den drei untersuchten Grundannahmen diskutiert.
Die Vernachl

assigung der Korrelationseekte, die mit zunehmender Valenz der Salzionen
eine immer st

arkere Rolle spielen, ist bereits im Abschnitt 6.2 angesprochen worden. Eben-
falls bereits erw

ahnt wurde die Voraussetzung, dass bei Windsor I Systemen (

Ol-in-Wasser-
Systemen) der mittlere Abstand zwischen den Mikroemulsionstr

opfchen deutlich oberhalb der
zweifachen Debye-L

ange liegen muss, damit die Tr

opfchen als isoliert betrachtet werden k

onnen.
Entsprechend muss die Debye-L




















ange zum mittleren Abstand benachbarter Membranen gro, muss
die Wechselwirkung der Membranen explizit in den Rechnungen ber

ucksichtigt werden. Hierzu
wird im Allgemeinen das Poisson-Boltzmann-Zell-Modell verwendet. Die hierzu von Daicic [37]
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vorgestellten Ergebnisse zeigen, dass die so berechneten elektrostatischen Moduln mit kleiner





die in dieser Arbeit gezeigten Ergebnisse bei unendlicher Verd








ur die in den Abbildungen 32 und 33 bei kleinen Salzkonzentratio-
nen bzw. kleinen Ladungsdichten auftretenden Unterschiede zwischen Theorie und Experiment.
Dass die Anwesenheit benachbarter Molek

ule eine wichtige Rolle spielt, wird auch durch die von
Oberdisse und Porte [132, 137] durchgef

uhrten Experimente und theoretischen Berechnungen
zum Verhalten thermisch stabiler Mikrovesikel nahegelegt.
Der Gouy-Chapman-Ansatz vernachl

assigt weiterhin den endlichen Radius der Ionen, wie
er in der Theorie der Stern-Schicht [86, 85] ber

ucksichtigt wird. Nach Evans und Wennerstr

om





assigt werden. Bei der Behandlung von divalenten Salzen wird




andig dissoziiert sind. Daher
spielt die M

oglichkeit einer 1 : 2 - st

ochiometrischen Bindung, d.h. der gleichzeitigen Bindung
eines divalenten Ions an zwei verschiedene Kopfgruppen, die von Cohen und Cohen [32, 33]
theoretisch beschrieben und von Altenbach und Seelig [2] experimentell gemessen wurde, keine





aten zwischen dem hydrophobem Membrankern und der umgebenden L

osung
[23, 140, 168, 103] wird von der Gouy-Chapmann-Theorie ebenfalls nicht ber

ucksichtigt. Es
kann jedoch erwartet werden, dass diese Aspekte f

ur die elastischen Eigenschaften der Membran
nur dann von Bedeutung sind, wenn die Debye-L

ange in derselben Gr

oenordnung liegt wie die
Ausdehnung der

Ubergangsbereiche [26]. Die damit verbundenen hohen Salzkonzentrationen
stehen jedoch nicht im Mittelpunkt der hier vorgestellten Arbeit. Von Cevc et al. [24, 18,
19, 91] wird vermutet, dass die Hydratisierung der Kopfgruppen durch die Kopfgruppenladung
beeinusst wird. Die hierzu entwickelten theoretischen Ans

atze sind jedoch nach Auassung der
Autoren noch nicht vollst

andig ausgereift [18, 91] und wurden deshalb hier nicht verwendet.










ange eine nicht zu vernachl

assigende Rolle spielt. Daher liegt die Vermutung na-
he, dass Korrelationen zwischen den Ober






ur die elektrostatische Wechselwirkung von Bedeutung sind [52]. Jedoch
ist hier zu ber

uchsichtigen, dass Korrelationen bei monovalenten Salzl

osungen eine unterge-




atzlich von den Ionen der
L






Ubersichtsartikel von Cevc [18], zumindest f

ur monovalente Ionen, weder experimentell
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noch durch numerische Simulationen eindeutig best

atigen [72, 18].
Chou et al. [30] weisen darauf hin, dass die Gouy-Chapman-Theorie eine bestimmte Net-
toladung im Inneren von Vesikeln voraussetzt. Diese Bedingung kann verletzt sein, wenn die
Membran durch aktive Transportmechanismen einen transmembranen Protonen- oder Ionen-
gradienten aufrechterh

alt [44, 45]. Nach den Ergebnissen von Chou et al. [30] k

onnen sich dabei
deutliche Abweichungen zur Gouy-Chapmann-Theorie einstellen. Die passive Diusion von Io-
nen durch die Membran ist besonders f













uber anderen monovalenten Ionen wie Natrium und Kalium um 9
Zehnerpotenzen erh






angere Zeit experimentell stabil bleiben. Eine andere Interpretation




are jedoch auch in sofern m

oglich, als dass die
beobachteten Form

anderungen der Vesikel nach einer Erh

ohung des pH-Wertes im externen Vo-





onnten. Die von Chan et al. [30] ver

oentlichten Ergebnisse zum elektrostatischen
Anteil an der Spontankr

ummung asymmetrisch geladener Bischichten liessen sich durch ei-
gene Rechnungen in guter N

aherung reproduzieren. Auf die Darstellung der entsprechenden
Ergebnisse wurde jedoch zugunsten der Rechnungen f

ur die Rotationsellipsoide in Abschnitt





angere Zeit aufrechterhalten l






achendierenzen der Monoschichten eine groe Rolle spielen




ahnlich wie Lee et al. [107], die Abnahme
des Vesikelradius mit der Ladung (geringere Ionenbindung) mit einer m

oglicherweise durch den
Herstellungsprozess (Extrusion) bedingten asymmetrischen Verteilung der Ober

achenladun-




oglichkeit ergibt sich hier durch die elektrostatisch bedingte
Verkleinerung des Biegmoduln
^
k mit zunehmender Membranladung (Abbildung 34, S. 79),





Abschlieend werden die drei untersuchten Grundannahmen (konstanter Dissoziationsgrad,
konstante Dissoziationskonstante, zweikomponentiges System) diskutiert. Die Annahme eines
konstanten Dissoziationsgrades entspricht mit Ausnahme der Arbeit von Porte und Ligoure
[136] und der erst vor kurzem erschienenen Publikation von Bergstr

om [13] der bisher

ublichen
Betrachtungsweise. Sie ist f

ur die thermodynamische Nebenbedingung einer konstanten Ober-


achenspannung mit dem Fall eines zweikomponentigen Systems identisch, da die molekulare
freie Energie nur vom Produkt  abh






orperpartikel eine sinnvolle Annahme [160, 159], da erwartet
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werden kann, dass hier der Kr

ummungsradius nur einen geringen Einuss auf die Beschaenheit
der Grenzschicht hat. Bei amphiphilen Membranen

andert sich jedoch wegen des 

ussigkristalli-
nen Charakters der Molek

ule (langgestreckte und entlang der Membrannormalen ausgerichtete
Molek

ule) die molekulare Geometrie im Bereich der Kopfgruppen. Copeland und Andersen [34]
vertreten, gest

utzt auf experimentelle Messungen zur Verschiebung der intrinsischen Dissoziati-
onskonstanten im Bereich des Haupt

ubergangs, die Auassung, dass der intrinsische pK-Wert
eng an die molekulare Fl

ache gebunden ist. Hinweise auf eine Abh

angigkeit der pK-Werte von
der Molek

ulgeometrie ergeben sich auch aus numerischen ab initio Molek

ulorbital-Rechnungen




ache beim Schmelzen der Kohlenwasser-
stoketten kann f

ur die meisten Phospholipide mit einer Ausdehnung um 20% abgesch

atzt




ache beim Biegen einer pla-
naren Membran in eine Kugelform mit dem Radius R = 70

A. Jedoch ist zu erwarten, dass
der Haupt

ubergang wegen der mit ihm verbundenen eingreifenden Ver

anderungen in der struk-
turellen Organisation einen wesentlich st

arkeren Einuss auf die Ionenbindungseigenschaften
hat. F

ur viele Phospholipide sind von Tocanne und Teissie [167], Marsh [116], Cevc [18] und
Tatulian [166] pK-Werte zusammengetragen worden. Als Beispiel ndet sich f

ur den ersten pK-
Wert von Phosphatids






ohere Wert 2:3. Umgekehrt ergibt sich f

ur Phosphatidylglyzerol der Wert 1:6 in der 

ussig-
kristallin kondensierten Phase und der niedrigere Wert 1:2 in der 

ussig-kristallin ausgedehnten
Phase [167]. Es l





Anderung des pK-Wertes mit
der molekularen Fl

ache aufstellen. Auch h

angen die Ergebnisse sensitiv von den experimentel-
len Bedingungen ab [167, 18, 166]. Der Einuss der Molek

ulgeometrie auf den pK-Wert kann








































Dierenzielle Bindungseekte von Ionen werden auch von Kraayenhof et al. [99] beschrieben.
Eklund et al. [50] demonstrieren weiterhin, dass auch Stereoisomere von Phospholipiden ein un-
terschiedliches elektrostatisches Verhalten der Membran induzieren k

onnen. Ein weiterer Punkt
ist die Aufrichtung der im ungeladenen Zustand fast parallel zu Membranober

ache ausgerich-









angen und Phasensegregationen in amphiphilen





angigkeit der Kopfgruppenkonformation von der Salzkonzentration der L

osung, die sie




uhren. Oensichtlich lassen die bisherigen ex-
88





ummung erkennen. Deshalb kann die Annahme einer konstanten Dissoziations-
konstanten generell nur als Arbeitshypothese betrachtet werden.





ulen zusammensetzt. Dieser Fall unterscheidet sich von dem
ersten Fall einer konstanten Dissoziationskontanten nur f

ur die biegeelastischen Moduln bei









ur das einkomponentige System bei konstantem
Dissoziationsgrad (Gleichungen (25) und (131) sowie Abbildungen 30 und 31, S. 74 und 75).





ormig) gebogenen Membran genau dann minimal ist, wenn sich die
r





uberall gleich ist. Die








aumlich konstante chemische Potenziale) erm

oglicht. Die
Bedingung eines konstanten chemischen Potenzials ist auch von Porte und Ligoure [136] be-
handelt worden, wobei das chemische Potenzial eines zweikomponentigen Systems als Ableitung
der Fl

achendichte  nach dem Molenbruch  deniert wird. Dies entspricht in dem hier ver-
folgten Ansatz der auf die molekulare Fl

ache bezogenen Dierenz der chemischen Potenziale
(Abschnitt 2.2). In der durch 

nc
= 0 denierten neutralen Fl

ache ist diese Bedingung identisch
mit der Konstanz beider chemischen Potenziale. Die Autoren machen imWeiteren vereinfachen-
de Annahmen und gehen nicht die Position der neutralen Fl

ache ein. Ferner beschr

anken sie sich
darauf, eine normierte Dierenz der Moduln grasch als Funktion des Parameters p darzustel-
len. Dennoch stimmen die Ergebnisse dieser Publikation qualitativ recht gut mit den in diesem
Kapitel berechneten Ergebnissen

uberein. Foret und W

urger [57] haben ebenfalls bereits mit
der Bedingung eines konstanten chemischen Potenzials gearbeitet, wobei der Schwerpunkt ih-
rer Arbeit auf der Wechselwirkung verschiedener Kohlenwasserstoketten liegt. Bergstr

om [13]
behandelt geladene Vesikel bei konstantem chemischen Potenzial. Jedoch lassen sich die dort
erzielten Ergebnisse nur schwer in den hier gew

ahlten thermodynamischen Rahmen einordnen.
Besonders die gute

Ubereinstimmung mit den experimentell an Mikroemulsionen gemesse-
nen Moduln und die Ergebnisse f

ur nichtideale Mischungen lassen die Bedingung konstanter
chemischer Potenziale f






unschen, dass ihr in Zukunft mehr Aufmerksamkeit gewidmet wird.
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8 Zusammenfassung




8.1 Kapitel 1 - Modellierungskonzepte




uhrung in die grundlegenden Ans

atze
zur Beschreibung amphiphiler Membranen. Neben der Darstellung des molekularen Modellie-
rungsansatzes konzentriert sich dieser Abschnitt auf Konzepte zur Behandlung geschlossener





Moduln ein- und zweikomponentiger Monoschichten f

ur die Randbedingung einer konstan-
ten Ober

achenspannung und konstanter chemischer Potenziale hergeleitet. Dazu wurde ein
vollst

andiger thermodynamischer Rahmen entwickelt, der besonders die Behandlung konstan-
ter chemischer Potenziale erm

oglicht. Dieser Fall ist in der Literatur bisher kaum und nur unter





ur amphiphile Membranen eingef

uhrt und die Transformation der Biegemoduln in die
jeweiligen neutralen Fl

achen angegeben. Im letzten Abschnitt erfolgt eine Erweiterung der Er-
gebnisse auf symmetrische Bischichten, wobei die Kopplung zwischen der externen und internen
Monoschicht erstmals explizit im Formalismus ber

ucksichtigt wird.
8.2 Kapitel 2 - Kontinuumsmechanische Beschreibungsweise
Das zweite Kapitel vertieft die physikalischen Grundlagen der Membranelastizit

at durch eine
kontinuumsmechanischen Darstellung. Dabei wird zun






ucke mit einem vereinfachten Verfahren nachvollzo-
gen. Es wird dann gezeigt, dass sich die






asst. Weiterhin werden erstmals alle EntwicklungskoeÆzienten der molekularen
freien Energie einer einkomponentigen Monoschicht f

ur beide Integralformen vollst

andig ange-







Anderung der Druckdierenz zwischen externem und
internem Volumen gezogen und Grenzen f

ur das Auftreten kubischer Phasen aufgezeigt. Diese
konnten in ersten Versuchen experimentell best

atigt werden.
8.3 Kapitel 3 - Beispiele
Zun

achst wird in diesem Kapitel das verwendete molekulare Modell f

ur ein- und zweikompo-






sichtigt. Der zweite Abschnitt untersucht die generellen Eigenschaften dieses Modells anhand
der elastischen Moduln. Hierbei zeigt sich, dass sich die Moduln bei einer konstanten Ober-


achenspannung und konstanten chemischen Potenzialen f

ur nichtideale Mischungen deutlich
unterscheiden k

onnen. Insbesondere ergibt sich bei konstanten chemischen Potenzialen die
M

oglichkeit einer Destabilisierung der Membran. Weiterhin ergeben sich Unterschiede, wenn
der Abstand oder das Volumen zwischen den eektiven Wechselwirkungs

achen als konstant
angenommen wird. Anschlieend werden Mikroemulsionen untersucht, wobei festgestellt wird,





ubereinstimmen. Thema des folgenden Abschnitts sind





onnen die experimentellen Daten von Rand et al. [139] in einer

uber die Analyse von
Kozlov und Winterhalter [98] hinausgehenden Darstellung gut reproduziert werden. Weiterhin





HII - Phasen bei negativen Druckdierenzen postuliert werden. Die Ergebnisse der Modellie-
rung von Hochdruckexperimenten unterst

utzt eindeutig die Hypothese einer druckabh

angigen





asst die Notwendigkeit einer globalen Minimierung der Verteilungsfunk-
tionen f

ur die molekulare Fl

ache und die Zusammensetzung erkennen. Jedoch unterscheiden
sich die jeweiligen Moduln mit und ohne Optimierung bei idealem Mischungsverhalten nur um









ur nichtideale Mischungen erkennen. In diesem letzten Abschnitt wird auch
das ADE -Modell f

ur Bischichten mit molekularen Rechnungen verglichen. Hierbei ergibt sich
eine gute qualitative






anderungen ein elastisches Verhalten, dass den biegeelastischen Moduln bei konstanten
chemischen Potenzialen entspricht. Hieraus l

asst sich schlussfolgern, dass die Moduln bei kon-
stanten chemischen Potenzialen f

ur eine vereinfachende Beschreibung des elastischen Verhaltens
von Vesikeln besser geeignet sind als die Moduln bei einer konstanten Ober

achenspannung.
Die Beispielrechnungen dieses Kapitels legen nahe, dass sich die elastischen Eigenschaften am-
phiphiler Membranen durch geeignete Mischungen verschiedener Molek

ularten fast beliebig
steuern lassen, wobei die Ursache f





ar in den Eigenschaften
der einzelnen Molek

ule an sich sondern in deren nichtidealen Mischungsverhalten zu suchen ist.
8.4 Kapitel 4 - Mean - Field Kettenstatistik
Die zentrale Fragestellung diese Kapitels ist es herauszunden, inwieweit sich die numerischen








ur Monoschichten durchaus positiv beant-
worten. Das Ergebnis f

ur Bischichten ist jedoch weniger eindeutig, da die Bischicht-Mittel

ache
weit von der neutralen Fl

ache der Monoschichten entfernt ist (Approximationsproblem), und die
untersuchten ph

anomenologischen Modelle keinerlei Kopplungen zwischen den Monoschichten
ber

ucksichtigen (Modellproblem). Ein direkter Vergleich zwischen Mono- und Bischichtmoduln










8.5 Kapitel 5 - Elektrostatik
In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen der Elekrostatik von Membranen im






Anderungen im Dissoziationsgrad der Kopfgruppen betrachtet. Weiterhin werden die f

ur die
numerische Berechnung der elektrostatischen Energie in Anwesenheit von Mischungen aus ein-
und zweiwertigen Salzionen notwendigen Formeln angegeben.
8.6 Kapitel 6 - Elastische Eigenschaften geladener Membranen




angigkeit der Moduln vom elektrischen Ladungszustand




osungen ergeben sich f












ummungen Unterschiede im Bereich von 10   30 %
zwischen den drei untersuchten Bedingungen eines konstanten Dissoziationsgrades, einer kon-
stanten Dissoziationskonstanten und der Auassung als zweikomponentiges System. Der zweite
Fall liegt dabei immer zwischen dem ersten und dem dritten Fall, wobei sich die Kurven f

ur
kleine Ladungsdichten dem ersten und f

ur groe Ladungen dem dritten Fall ann

ahern. Die
Ergebnisse zu den zweikomponentigen Systemen sind qualitativ konsistent mit den unter ver-
einfachenden Annahmen gewonnenen Resultaten von Porte und Ligoure [136]. Die theoreti-
schen Rechnungen wurden weiterhin mit experimentellen Messungen an Mikroemulsionen von
Gradzielski und Farago [52] sowie Eastoe et al. [49] verglichen. Dabei zeigt sich, dass die Mo-
duln des zweikomponentigen Systems bei konstanten chemischen Potenzialen sehr gut mit den
experimentell gewonnenen Moduln

ubereinstimmen. Dadurch konnte der bisher auftretende
Widerspruch zwischen Theorie und Experiment, der durch einen theoretisch vorhergesagten,
jedoch experimentell nicht messbaren Anstieg des Moduln
^
k bei kleinen Ladungsdichten be-
dingt war, gel

ost werden. Da die Moduln f






ubereinstimmen, wird auf eine analoge 2-dimensionale Darstellung verzich-
tet. Stattdessen werden die Moduln zur besseren Veranschaulichung als Funktion der Ladung
und der Debye-L









uber einer Kugeldeformation (spontane Ve-
sikulation) besonders deutlich. Es zeigt sich, dass die Destabilisierung f

ur das zweikomponen-
tige System signikant fr

uher, d.h. bei kleineren Ladungsdichten und kleineren Debye-L

angen,







at von der Debye-L

ange wird dabei auch von Kellay et al. [89] aufgrund von experi-
mentellen Ergebnissen gefordert. In einer zu Kapitel 3 analogen Vorgehensweise wird weiterhin
gezeigt, dass sich sph

arische Vesikel durch eine asymmetrische Ladungsverteilung gegen

uber
gestreckten Ellipsoiden ebenso destabilisieren lassen wie durch eine asymmetrische Molek

ulver-





ankten Konvergenz des numerischen Verfahrens nur f

ur kleine Ladungsdichten und
kleine Debye-L

angen berechnet werden. F

ur kleine Potenzialwerte ergibt sich dabei das f

ur den




oere Ladungsdichten und Debye-L

angen schirmen




arker ab als im linearen Bereich.
Generell zeigt sich ein gut nachvollziehbares Verhalten. Jedoch deuten einige Eekte auf einen





telle Messungen angreifen. Abschlieend werden die N

aherungen der Gouy-Chapman-Theorie




alt die Transformationsgleichungen zwischen den EntwicklungskoeÆzieneten
der molekularen freien Energie und der Fl

achendichte der freien Energie f

ur Mono- und Bi-




oen die Transformationsgleichungen f

ur die Darstel-
lung in verschiedenen beschreibenden Fl

achen angegeben. In Appendix B wird die generalisierte
Laplace-Gleichung hergeleitet, wobei im Unterschied zu der urspr

unglichen Darstellung von Bu
[16], auf eine vollst

andige explizit ko-kontravariante Notation Wert gelegt wird. Appendix C
begr

undet, warum die freie Energie der umgebenden L






ucksichtigt werden muss. Appendix D behandelt den Zusammenhang zwischen
der Inkompressibilit






andnis der Elektrostatik geladener Ober

achen notwendigen Grund-
lagen dar. Hierbei wird neben dem Fall konstanter chemischer Potenziale der Salzionen auch der
Fall einer konstanten Teilchenanzahl behandelt, da in diesem Zusammenhang eine Gleichung in
der Publikation von Deserno et a. [42] korrigiert werden konnte. Weiterhin wird die Herleitung









ur positive Gegenionen nachvollzogen. Abschlieend
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A Die EntwicklungskoeÆzi enten
A.1 Die EntwicklungskoeÆzienten von 
Die EntwicklungskoeÆzienten der Fl

achendichte  lassen sich aus den EntwicklungskoeÆzien-
ten der molekularen freien Energie f einfach bestimmen. Hierzu werden in der Denitionsglei-
chung (6) von  die molekulare Fl

ache a und der Molenbruch  entsprechend
(n; n; c) =
f

a(n; n); (n; n); c

a(n; n)
; a(n; n) =
1
n+ n





















ergeben sich die EntwicklungskoeÆzienten von  als Funktion
der EntwicklungskoeÆzienten von f . In der folgenden Tabelle sind in der linken Spalte die
KoeÆzienten f

ur eine einkomponentige planar spannungsfreie Membran (
0
= 0 ; f
a
= 0) und




































































































































































































Die Taylorreihe der molekularen freien Energie f
E
der externen Monoschicht einer einkom-
















































































wobei a = a
E
und a^ = a
I
gesetzt ist. Durch die Entwicklung von

E













in n = n
E
; n^ = n
I




atzlich zu den KoeÆzienten der
Fl








































A.2 Die Transformation der EntwicklungskoeÆzienten von f
Die Transformationsgleichungen f

ur die EntwicklungskoeÆzienten der molekularen freien Ener-
gie f f

ur zwei verschiedene beschreibende Fl

achen an den Orten x und x
0
lassen sich aus




ande herleiten. Die Gleichheit der
in den beiden Koordinatensystemen beschriebenen Zust

ande kann dadurch sichergestellt wer-
den, dass die Variablen des ungestrichenen Ausgangssystems in den Variablen des gestrichenen
Zielsystems ausgedr

uckt werden. Wegen der Inkompressibilit






  x zwischen den beiden beschreibenden Fl

achen eine Funktion der Va-












































































































EntwicklungskoeÆzienten der beschreibenden Fl

ache des Zielsystems aus denen des Ausgangs-
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ur planar spannungsfreie Membranen mit f
a




Anderung des Abstands d
x
zwischen den beschreibenden Fl

achen. In diesem Fall ist auch der











nentige Membranen verschwinden alle Ableitungen nach  .
A.3 Die Transformation der EntwicklungskoeÆzienten von 
F

ur die Transformationsgleichungen der EntwicklungskoeÆzienten der 

achenbezogenen Ener-







































































































































































































































































= 0 . In diesem Fall ist auch
die Transformation der KoeÆzienten der Fl





Anderung des Abstands zwischen den beschreibenden Fl

achen.
B Die generalisierte Laplace-Gleichung
In diesem Teil des Appendix wird die Herleitung der generalisierten Laplace-Gleichung (77)
kurz skizziert. Diese Gleichung setzt den Druck an der

aueren und inneren Membranseite
mit dem lateralen Druckprol in Beziehung. Das Vorgehen entspricht im Wesentlichen der
Ableitung von Bu [16], in der jedoch nicht explizit auf eine ko-kontravariante Darstellung




angigkeit der Spannungen und
Verschiebungen von der molekularen Fl

ache a und den Kr

ummungen c im Vordergrund steht,





(x; a; c) .





ache sei durch die Parametrisierung P(u; v) gegeben (Abschnitt 2.1). Ein loka-

























die Ableitungen der Parametrisierung nach u bzw. v . Zu dem kovarianten Basis-
system fR
i




























ur die weiteren Rechnungen ist es g

unstig, den diagonalen Spannungstensor einer


ussig-kristallinen Membran (Abschnitt 3) in ko-kontravarianter Darstellung anzugeben. Wegen
der Symmetrie des Tensors braucht dabei nicht zwischen ersten und zweiten Indizes unterschie-












































afte ist die mechanische Gleichgewichtsbedingung durch das Verschwinden der














ur die Auswertung der vertikalen Komponente der Divergenzgleichung
ist es vorteilhaft, die Identit

at
r  ( R
3
) = (r  ) R
3
+   rR
3
(146)







uhrt werden. Der erste Term der rechten Seite verschwindet. Unter Verwen-
dung der Weingarten-Gleichungen [48] ergibt sich f

































































































a(~x) d~x : (147)























 x  x
E
vorausgesetzt ist, ergibt sich die





























Wird die obere Integrationsgrenze x
E
durch die Variable x ersetzt, folgt aus der Ableitung
der Gleichung (147) die Beziehung (64) in Abschnitt 3. Diese ergibt sich auch direkt aus dem
Verschwinden der dritten Komponente der Divergenz des Spannungstensors.
105
C Die freie Energie inkompressibler Fluide
Hier wird kurz der hydrostatische Energiebeitrag der umgebenden L

osungsmittel diskutiert.
Dabei wird untersucht, ob die Druck

anderung eines von einer Membran eingeschlossenen Fluid-
volumens in den energetischen Rechnungen ber

ucksichtigt werden muss.
Im statischen mechanischen Gleichgewicht

andert sich der Druck eines Fluidvolumens oh-
ne externe Einwirkung nur dann, wenn es von einer Membran umschlossen und von dieser
komprimiert wird. Die Verwendung der Fl

ache bzw. der Fl

achenparameter der Membran als
thermodynamische Variablen (Abschnitt 2.1) impliziert die Verwendung des Volumens als Va-
riable f








Anderung der Teilchenzahl einhergeht, muss angenommen werden, dass das innere
Fluidvolumen mit einem Teilchenreservoir in Verbindung steht. Dieses Reservoir soll hier als
endlich angenommen werden. F

ur das Dierenzial der isothermen freien Energie des Gesamt-
systems gilt dann








































anderung und die damit verbundene Kompressionsarbeit werden
bei inkompressiblen Fluiden vernachl

assigt). Druck und chemisches Potenzial eines inkom-
pressiblen Fluids sind bei konstanter Temperatur direkt

uber die Gibbs-Duhem-Gleichung
 V Æp+N Æ = 0 verkn

upft. Durch Integration ergibt sich  = 
0







eingesetzt, verschwindet die rechte Seite in (149), da die chemischen
Potenziale in beiden Volumina bei gleichem Druck

ubereinstimmen. Unter der Inkompressibi-
lit










atsannahme ergibt sich eine Abstands

anderung zwischen zwei beschrei-
benden Fl

achen bei x und x
0















des gestrichenen Systems werden entsprechend (32)





achenspannung  und das molekulare Biegemoment  der beiden beschreibenden
Fl














































uber das Verschwinden von Ober

achenspannung und Biege-
moment bestimmt, ist dieser Zustand f


















































































= 0 . Daher entspricht die Bedingung
einer konstanten Ober

achenspannung in den verschiedenen beschreibenden Fl

achen jeweils
einer anderen Randbedingung beim Biegen der Membran. Wie Abbildung 13 auf Seite 42 zeigt,
sind die Unterschiede in den Moduln
~
k jedoch minimal. Lediglich in der N

ahe von " = 0:7
ist die gepunktete Linie (beschreibende Fl

ache im Bereich der Kettenenden)

uberhaupt von
der durchgezogenen Linie (beschreibende Fl

ache im Bereich der Kopfgruppen) unterscheidbar.































ummung am Ort x
0









E Grundlagen der Elektrostatik
E.1 Die Poisson-Boltzmann-Gleichung und die elektrostatische freie
Energie f

ur Ionen mit beliebiger Valenz
Die Poisson-Boltzmann-Gleichung ergibt sich durch das Einsetzen einer Boltzmann-Verteilung
f

ur die freien Ionen in die Poisson-Gleichung
" 4 =    : (153)




osungsmittels,  das elektrostatische Potenzial und
 die Ladungsdichte der sich in L

osung bendlichen Ionen. Die Boltzmann-Verteilung der Ionen
107
l
asst sich aus der Bedingung herleiten, dass die freie Energie der elektrischen Doppelschicht
hinsichtlich einer Variation in der Verteilung minimal ist. Dieser Weg soll im Weiteren kurz
skizziert werden.



































gegeben (vgl. [39, 70] f

ur homogene Gase). Dabei ist n

die Volumendichte der Teilchen mit
der Valenz  und M die maximal vorkommende Valenz. Als Referenzzustand wird die un-
geladene Schicht ( = 0) mit einem Volumen













. Bei der Variation der freien Energie (154) wird der erste Summand zun

achst























ange ist der Abstand zweier Elementarladungen e , bei dem die











A. Damit folgt f
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achenintegral (Gauscher Satz) das Skalarprodukt
Æ(r	
0




























und damit der Ober






positive Vorzeichen im Ober

achenintegral resultiert aus den entgegengesetzten Richtungen
von Fl

achenelement und Gradient, wobei letzterer per Konvention in die L

osung hinein zeigt







substituiert worden. Dies folgt





























































angig angenommen werden, m

ussen die KoeÆzienten der
Variationen Æn

im Minimum der freien Energie jeweils einzeln verschwinden. Hierbei ist der
Erhalt der Teilchenanzahl N

jeweils durch einen Lagrange-Multiplikator 

sicherzustellen.




























dv = 0 : (160)



































exp ( 	) : (162)
Sind die Gegenionen der Ober

achenladungen einwertig und positiv, zum Beispiel Protonen,







andert sich bei geladenen Membranen nur die Gesamtanzahl der








































 ds der sich in L
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ur  6= 1 mit dem Ergebnis von Deserno et al.
[42]

uberein. Jedoch wird in [42] die Erhaltung der Anzahl der Gegenionen nicht ber

ucksichtigt.
Von den Autoren wird ferner ein anderer Ausdruck f















Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die Doppelschicht zwischen zwei konzentrischen
Zylinder- oder Kugel

achen eingeschlossen ist, und das elektrostatische Potenzial und dessen
Gradient auf einer der beiden Fl






R , der der geladenen Fl

ache mit R bezeichnet. Weiterhin soll statt von einem
konstanten Volumen V und konstanten Teilchenanzahlen N










an der ungeladenen Fl

































































Mit A wird die Gr

oe der geladenen Fl

ache und mit 	
0
deren elektrostatisches Potenzial
bezeichnet. Weiterhin ist f























Wird der Anteil der ionisierbaren amphiphilen Molek

ule in einer zweikomponentigen Mem-
bran mit  , der Dissoziationsgrad dieser Molek






der Ladungen mit a bezeichnet, gilt f













































Der Betrag des reduzierten elektrostatischen Potenzials 	(r) verringert sich mit zunehmendem
Abstand von der geladenen Fl

ache. Dabei wird ein so starker Abfall des Potenzials vorausge-
setzt, dass es m

oglich ist, den Radius

R so gro bzw. so klein zu w


















Bei konstanten chemischen Potenzialen und konstantem Druck sind die Teilchendichten




exp( 	) gegeben. Werden diese Dichten in die
110























sinh (	) ; (169)
mit der das elektrostatische Potenzial zu bestimmen ist. Die Poisson-Boltzmann-Gleichung
wird mit Hilfe des Newton-Raphson-Verfahrens [138] f

ur 	(r) numerisch gel

ost. Anschlieend
wird mit der so erhaltenen diskretisierten L

osung die molekulare freie Energie (168) ebenfalls
numerisch berechnet.
Die isotherme freie Energie F
e
in (166) hat bei einer festen Membran

ache und einer kon-

















Wird dies bei konstantem Druck und konstanten chemischen Potenzialen nach  integriert,




ur die elektrostatische freie Energie.
Soll statt der Ladungsdichte das Ober










  ds zu wechseln. Das Dierenzial dieses Potenzials ist bei konstantem






 Æ ds gegeben. Dies f

uhrt
bei Integration nach  ebenfalls auf einen virtuellen Ladungsprozess. Damit gilt
Z
@V
















E.2 Die chemische freie Energie





ur die elektrostatische freie Energie l

asst
sich auch die virtuelle Dissoziationreaktion f

ur den chemischen Anteil (125) der freien Energie
herleiten. Dazu ist es zun

achst ausreichend, eine einkomponentige Membran zu betrachten. Die
molekulare isotherme freie Energie der Membran ist bei konstantem Druck und konstantem
























































+ (1  ) ln (1  ) +  ln
(171)













ersetzt, ergibt sich f































A verstanden werden, wobei A als angeregter Zustand von AH
aufgefasst und das freiwerdende Proton sofort der L

osungsmittelphase zugerechnet wird. F

ur
zweikomponentige Membranen ist das Ergebnis in (172) noch mit dem Molenbruch  der
ionisierbaren Molek

ulart zu multiplizieren. Es entspricht dann dem Integral in (125).











(113) hergeleitet und die Integrale I

aus (117) berechnet. Hieraus lassen sich die Entwick-
lungskoeÆzienten (7) des elektrostatischen Anteils der molekularen freien Energie gewinnen.





ur zylindrische und sph

arische Geometrie zusammen und verwendet positive Gegenionen. Die
Darstellung bezieht sich dabei entsprechend Abschnitt 6.1.4 ausschlielich auf Monoschichten.
































ur zylindrische (D = 1) und sph

arische (D = 2) Symmetrien zu
l

























uhrt. Anschlieend wird f





















gen lassen sich f

ur die Randbedingungen 	
()

















































































































Hierbei bezeichnet in der letzten Zeile Æ
ij
das Kroneckersymbol. An der geladenen Ober

ache







mit p =  
e 










Aus einem KoeÆzientenvergleich nach Potenzen von
c

ergeben sich aus (176) drei Bestim-
mungsgleichungen f





















































































(1  q)(2 + q)


















dt die dilogarithmische Funktion (Spence-Funktion) bezeichnet.
Bisher ist von einem konstanten Dissoziationsgrad  der Kopfgruppen ausgegangen wor-
den.

Andert sich jedoch der Dissoziationsgrad entsprechend Gleichung (120) als Funktion der
Kr

ummung, muss  in (180) durch
^








































wobei, analog zur Notation in (7), die Subskripte die Ableitungen nach  indizieren. F

ur die
Bestimmung der EntwicklungskoeÆzienten 

in (120) ist ein entsprechendes Vorgehen auch
f































2D (1 + q   q
2
)








Damit sind alle Informationen vorhanden, um die EntwicklungskoeÆzienten (7) der molekularen
elektrostatischen und chemischen freien Energie zu berechnen. Durch Addition ergeben sich
hieraus die EntwicklungskoeÆzienten der elektrochemischen freie Energie in (131).
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Liste der wichtigsten Symbole
a molekulare Fl

ache in der beschreibenden Fl












ache der planaren Membran
a(x; a; c) molekulare Fl

ache in einer parallelverschobenen Fl

ache am Ort x
a^ molekulare Fl










ange der Kohlenwasserstoketten (Kapitel 5)
B gemeinsamer Repulsionsparameter der Kopfgruppen und Kohlenwasserstoketten
(Kapitel 4)
B Repulsionsparameter nur der Kopfgruppen, wenn f

ur den Kettenanteil der freien










ummung in der beschreibenden Fl

ache, i = 1; 2

























(x; c) i-te Hauptkr

ummung in einer parallelverschobenen Fl

ache am Ort x, i = 1; 2
d Abstand zwischen zwei beschreibenden Fl

achen (Kapitel 2)










Ableitung von d nach  f





















E Superskript zur Kennzeichnung der Zugeh









altnis zwischen Kopfgruppen und
Kohlenwasserstoketten (Kapitel 4)
() interne trans-gauche Energie einer Kettenkonformation  (Kapitel 5)
f molekulare freie Energie
f

Ableitung von f nach  f





Ableitung von f nach  und  f






























g molekulare Gibbsche freie Energie, molekulare freie Enthalpie
I Superskript zur Kennzeichnung der Zugeh






















Biegemodul k bei konstanten chemischen Potenzialen
k
d




























ummungen bei einer Entwicklung um
einen vorgekr









ummungen bei einer Entwicklung um
einen vorgekr









ummungen bei einer Entwicklung um
einen vorgekr





Biegemodul zweiter Ordnung f

ur ellipsoidale Moden geschlossener Membranen
entlang der Eigenrichtung der Hessematrix mit dem kleineren Eigenwert




Biegemodul zweiter Ordnung f

ur ellipsoidale Moden geschlossener Membranen











ur ellipsoidale Moden in biegeelastischer N

aherung
(Abschnitt 4.5 und 4.6)
k
B
T Boltzmann-Konstante  Temperatur = 4:14  10
 21
J bei Raumtemperatur (25
Æ
C)
K Dissoziationskonstante der Kopfgruppen
 inverse Debye-L

ange einwertiger Salzionen (Abschnitt 6.1 und 7.1)
K
i
Biegemoment der i-ten Hauptkr

ummung, i = 1; 2 (beschreibende Fl

ache)

















ange i-wertiger Salzionen, i = 1; 2, (Abschnitt 6.2 und 7.2)




EntwicklungskoeÆzienten von  bei einer konstanten Dissoziationskonstanten K,
i = 1; 2

i
chemisches Potenzial der i-ten Molek

ulart, i = 1; 2
 Vektor der chemischen Potenziale
n molekulare Fl

achendichte der ersten Molek





achendichte der zweiten Molek

ulart (Kapitel 2)






Konzentration der i-wertigen Salzionen in Abwesenheit geladener
Ober

achen, i = 1; 2, (Abschnitt 6.2)
n
c









achendichte der ersten Molek

ulart der internen Monoschicht









ule der i-ten Molek

ulart, i = 1; 2







p Druck (Kapitel 3 und 4)








der mit der L

angenausdehnung eines Zylinders verbundene Druck (Kapitel 4)
p Dierenz zwischen externem und internem Druck
P () Wahrscheinlichkeit einer Kettenkonformation  (Kapitel 5)
(x) Lagrange-Multiplikator zur Fl

achenerhaltung, lateraler Druck (Kapitel 5)

k
lateraler Druck (Kapitel 3)

?
vertikaler Druck (Kapitel 3)
 Dierenz zwischen lateralem und vertikalem Druck (Kapitel 3)
q(x; c) Quotient der Fl

achen a(x; a; c) und a (Kapitel 2)
q Parameter der elektrischen Ladung, q =
p
p+ 1 , (Kapitel 6)




(x; ) dx das von den Kohlenwasserstoketten in einer d

unnen Schicht der Dicke dx
beanspruchte Volumen (Kapitel 5)
' Fl










Ableitung von  nach  f





Ableitung von  nach  und  f




















von der Zusammensetzung 
v
d






















Kopfgruppen und der Kohlenwasserstoketten
 molekulare Verteilungsfunktion bei Bischichten
 
i
EntwicklungskoeÆzienten des elektrostatischen Potenzials 	 bei konstantem




EntwicklungskoeÆzienten des elektrostatischen Potenzials 	 bei einer konstanten
Dissoziationskonstanten K, i = 0; 1; 2
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